Mathematik Q2 Abels




@ Kopfubung

Parameterform einer Ebene:

Skizze:




Ebenengleichungen (Forts.)



Wie wurdest du eine Ebene Im Raum
vektoriell beschreiben?

Was bendtigst du, um eine Ebene
eindeutig zu beschreiben?



Ebenengleichung - Parameterform

Eine Ebene mit Stutzvektor 3 und Richtungsvektoren 73 3 und
Parametern r s e R kann durch eine Gleichung dargestellt werden:

E:v=a+7r - u+s-v

Somit ist eine Ebene die Menge aller
fur die es ein  und ein s gibt, sodass die Glelchung gilt.
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Ubung 1 Dreipunktegleichung

Wie lautet die Gleichung der Ebene E, wel-

che die Punkte A, B und C enthilt? Fertigen

Sie ein Schriigbild an.

a) A(61610) b) A(=21015) ¢c) A(5131-1)
B(OI1312) B(-41210) B(7121-1)
C@41012) C@OI31=-2) C@6101T1)

Ubung 2 Pyramide

Eine Pyramide hat als Grundflicheneck-
punkteA(21210),B(8I811)undC(-=41311)
und die Spitze S(01215).

Zeichnen Sie ein Schriigbild der Pyramide
und stellen Sie die Gleichungen der Ebenen
E,, E, und E; auf, welche jeweils eine der
Seitenflichen der Pyramide enthalten.
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Ebenengleichung — Normalenform

Eine Ebene mit Stutzvektor 7 und Normalenvektor 77 kann durch
eine Gleichung dargestellt werden:

E:(+—a) - n=0

A A

Somit ist eine Ebene die Menge aller , i A \_,«\
fur die die Gleichung gilt. '

e

\j
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Beispiel: Parametergleichung (drei Punkte) — Normalengleichung

Gesucht ist eine Normalengleichung der Ebene E durch die Punkte A(31214), B(51116) und

C(11413).

Beispiel: Normalengleichung — Parametergleichung

Gesucht ist eine Parametergleichung der Ebene E:

Ubung 3

—
x.—

Stellen Sie eine Normalengleichung der Ebene E auf.
a) E geht durch die Punkte A(1111-3), B(01212) und C(2111-5).

b) E hat die Parameterdarstellung E: X =

1
1
1
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Ubung 4

Jeweils zwei der folgenden Gleichungen stellen die gleiche Ebene dar. Stellen Sie die zueinander

gehorende Paare fest.

[0 1) -1

E;: X =|o]+r 0)+s y)
3 -2 6

o 1 )

E,y X =[1]+r1|1]|+5]|-1
3 \S -6

(A -1 U

E;: X =[1|+r[-1|+s 7)
1 1 -1

-
X

-
X

e
X

PN W—— DN W

Oft treten Ebenen in Korpern auf, z. B. als Seitenflichen. Dann stellt sich das Problem, aus der
Zeichnung eine Parametergleichung oder eine Normalengleichung zu gewinnen (Ubung 5).

Ubung 5

Stellen Sie die Ebene durch eine geeignete Gleichung dar.

b)

<y

<y

c)

S(01214)
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Wir stellen zundchst die Parameterglei-
chung der Ebene auf.

Den Stiitzvektor fiir die Normalenglei-
chung kénnen wir aus der Parameterglei-
chung direkt ibernehmen.

Die beiden Richtungsvektoren ermogli-
chen uns die Bestimmung eines Normalen-
vektors . Dieser muss zu beiden Rich-
tungsvektoren senkrecht stehen.

Dies fiihrt auf ein Gleichungssystem mit
zwei Gleichungen fiir die drei Unbekannten
X, y und z.

Eine Variable kann frei gewiihlt werden, da
das System unterbestimmt ist. Wir withlen
z = ¢. Die allgemeine Losung des Systems
lautet dann: x ==1.5¢,y==cundz=c.
Da wir nur eine Losung bendtigen, konnen
wir ¢ frei festlegen. -

Fiir ¢ = 2 erhalten wir W = ‘-ﬁ).

Nun konnen wir eine Normalengleichung
der Ebene aufstellen.

3 -3\

2| -2'=0

4)] ( 2

Resultat: E: | X —
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eispiel: Parametergleichung (drei Punkte) — Normalengleichung

Parametergleichung von E:
3 p) -2

E: X =‘z)+r‘—1 2)
\4 \ 2 -1

Stiitz-  Richtungs- Richtungs-
vektor  vektor vektor

+S

Bestimmung eines Normalenvektors n:

=2
() nLf-1], Wi z)
-2
also ( ) 0, ( ( ) 0.
I 2x- y+2z=0
II: =-2x+2y- 2=0
M=1+II y+ z=0
z wird frei gewiihl:  z=c¢
Aus III folgt dann: y=-c
Aus I folgt dann: x=-1,5¢c

=3
Setzen wir ¢ = 2, so folgt " = (—2).
2

Normalengleichung von E:

-6

Stiitz-  Normalen-
vektor vektor

Beispiel: Normalengleichung — Parametergleichung

Den Stiitzvektor fiir die Parameterglei-
chung kénnen wir auch hier direkt aus der
Normalengleichung iibernchmen.

Der Normalenvektor gestattet uns in ein-
tacher Weise — wie rechts dargestellt — die
Bestimmung von zwei nicht kollinearen
Richtungsvektoren U und V.

Wir setzen eine der drei gesuchten Rich-
tungskoordinaten gleich 0 und bestimmen
die beiden anderen — wie rechts farbig dar-
gestellt —aus zwei Koordinaten des Norma-
lenvektors.

Bestimmung der Richtungsvektoren:

TRUIE

e

v

-

n

Parametergleichung:
1 3 0
E: X =|2| - +r|-2 +s[ 5]
5 0 -3

Stiitz-  Richtungs- Richtungs-
vektor vektor vektor
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5 o E: []()[] (3. B: (;_[:];..[53)=o
-3 5 -2 1 -3 1
-~ (1 - (1 1
b) nz[—x], E: (x—[l))-[—ljzo
1 I 1
- B = 37




Ebenengleichung - Koordinatenform -

a
Eine Ebene mit Stutzvektor 7 und Normalenvektor 77 = (b) Clala
durch eine Gleichung dargestellt werden: ¢ a-m

E:a + b +c

Somit ist eine Ebene die Menge aller

fur die die Gleichung qilt.

N
"

Sonderfall
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Beispiel: Normalengleichung — Koordinatengleichung

-}

Beispiel: Koordinatengleichung — Normalengleichung
Gesucht ist eine Normalengleichung der Ebene E: 2x + 3y -z =6.

Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene E:

fe

Beispiel: Achsenabschnitte und Schragbild

Gegeben sei die Ebene E mit der Koordinatengleichung E: 3x + 6y +4z =12,

Bestimmen Sie diejenigen Punkte, in welchen die Koordinatenachsen die Ebene durchstoBen,
und zeichnen Sie mit Hilfe dieser Punkte ein Schrigbild der Ebene.

Ubung 6

a) Bestimmen Sie die Achsenabschnitte der Ebene E: 4x + 6y + 6z = 24 und zeichnen Sie ein
Schrigbild der Ebene.

b) Zeichnen Sie ein Schrigbild der Ebene E: 2x + 5y + 4z = 10.

¢) Welche Achsenabschnitte besitzt die Ebene E: 2x + 4z = 8?
Beschreiben Sie die Lage dieser Ebene im Koordinatensystem.

Bemerkung: Fehlen in der Koordinatengleichung einer Ebene eine oder mehrere Variable, so
nimmt die Ebene im Koordinatensystem eine besondere Lage ein.

Beispiel: Die Ebene E;: 2x + 3y =6 hat
die Achsenabschnitte x =3 (y=0, z=0)
undy=2(x=0,z=0).
Sie hat keinen z-Achsenabschnitt, denn sie
ist parallel zur z-Achse.

Beispiel: Die Ebene E,: 2y =6 hat den
y-Achsenabschnitt y = 3.

Sie hat keinen x-Achsenabschnitt und kei-
nen z-Achsenabschnitt; sie ist ndmlich pa-
rallel zur x-Achse und zur z-Achse, also zur
x-z-Ebene.

Beispiel: Achsenabschnitte
Wie lauten die Achsenabschnitte der Ebene E: 4x + 2y =127

Ubung 7
Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der abgebildeten Ebene E. Eine Einheit entspricht
einer Karolidnge.

X

Ubung 8
Bestimmen Sie die Achsenabschnitte der Ebene E und zeichnen Sie ein Schrigbild der Ebene.
a)E: 2x+4y+z=4 b)E: -3x+4y+8z=12 ¢)E: -2x+y-2z=4
d)E: 2y+3z=6 e)E: 4x=8 f) E: z=2
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Beispiel: Normalengleichung — Koordinatengleichung

Wir iiberfiihren die Normalengleichung zunichst in ihre vereinfachte Form:

“-{y)

Nun ersetzen wir den Vektor X durch seine Spaltenkoordinatenform und multiplizieren aus:
v X

3) =19=> (y) .

g \Z

Beispiel: Koordinatengleichung — Normalengleichung

3) =19
4,

p) 1\ /2 p)
=0=>7<’-(3)—(3)-(3)=0=>Y-(3)—I9=0=>7<‘-
4 2/ \4 4

2

ﬂ=19=2x+3y+4z=1q
4

—

X -

Besonders leicht ist eine vereinfachte Normalengleichung zu bestimmen. Dazu stellen wir einfach
die linke Seite der Koordinatengleichung als Skalarprodukt dar.

2
3)=6
-1

p)
E: 2x+3y-z=6=E: (;)( 3|]=6=2>E: X -

\Z |

Eine weitere Moglichkeit: Wir entnehmen der Koordinatengleichung durch Einsetzen geeigneter
Koordinaten einen Stiitzpunkt, z. B. A(31010), sowie durch Ablesen der Koeffizienten der linken
Seite einen Normalenvektor.
o3\ (2
X —(o)l-( 3)=O.
o/] \-1

Dann lautet eine Normalengleichung von E:

Beispiel: Achsenabschnitte und Schragbild

Der Achsenabschnittspunkt auf  der
x-Achse hat die Gestalt A (x1010).

Setzen wir in der Koordinatengleichung
y =0 und z=0, so erhalten wir 3x = 12,
d.h. x =4. Also ist A(41010) der gesuchte
Achsenabschnittspunkt auf der x-Achse.

Analog erhalten wir die beiden weiteren
Achsenabschnittspunkte B (01210) und
C(01013).

Tragen wir diese drei Punkte in ein Ko-
ordinatensystem ein, so knnen wir einen
dreieckigen Ebenenausschnitt darstellen.

E: 4x+2y=12 |12

X LY
E: 3+6—1

x-Achsenabschnitt: A =3

y-Achsenabschnitt: B =6

z-Achsenabschnitt: Nicht vorhanden, da E
parallel zur z-Achse

Beispiel: Achsenabschnitte
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6. a) A(6/0/0), B(0/4/0), C(0/0j4)
b) Achsenabschnitte: X(5]0/0), Y(0]2/0), Z(0(0]2,5)
c) A(4(0/0), C(0j0[2)
kein y-Achsenabschnitt
Die Ebene verlauft parallel zur y-Achse.

Die Achsenschnittpunkte sind X(3]0]0), Y (0]4(0), Z(0]03). Wir setzen diese Achsen-

schnittpunkte in die Achsenabschnittsform ein und erhalten E: —§—+§+—§~ =1 bzw.

E:dx+3y+4z=12.

X(2/0/0), Y(0[50), Z(0[0]-3) = E: 5 +%+ -_2—3 =1 bzw. E: 15x+6y—-10z=30
X(3|0[0), Y(02|0), parallel zur z-Achse = E: % +% =1 bzw. E: 2x+3y=6
y-x-Ebene, geht durch den Ursprung, parallel zur y- und z-Achse = E:x=0
parallel zur x-Achse, Y(0[3]0), Z(0/0[4) = E:4y+3z=12

X(3,5[0/0), Y(0[7]0), Z(0|0]3) = E:6x+3y+7z=21

X(2[0[0), Y(0[1]0), Z(0[0}4) b) X(-4/0/0), Y(0[3/0), Z(0/0[1,5)

X(-2/0]0), Y(0}4|0), Z(0|0]-2) d) kein X (parallel zur x-Achse)
Y(0[3]0), Z(0/0[2)

X(2[0[0), kein Y, kein Z (da parallel zur y- und z-Achse)

kein X, kein Y, Z(0|0|2) (da parallel zur x- und y-Achse)




Ebenengleichungen

Parameterform

E:x=d+r-u+s-v

Normalenform Koordinatenform

Ex(x—a) - n=0 E:ax+by+cz=d



10,

11

12.

13.

. Ebenengleichungen

Stellen Sie eine Gleichung der Ebene durch die Punkte A, B und C in Parameterform, in

Normalenform und in Koordinatenform auf.
a)y ACLI21=-2), B(OIS1IO), C(5101-2) Py ACILID, B(41212), C(31314)

Verschiedene Darstellungen einer Ebene
Eine Ebenengleichung kann auf drei Arten angegeben werden: Parameterform, Normalen-
form und Koordinatenform. Bestimmen Sie fiir die Ebene E die beiden fehlenden Formen.

a) E: —4x+5y+3z2=12 b)E: x+2z=4
T (2 4 st
c}E:E‘=[n]+r 2| +s [] d}E:i‘=3+r[3+s'_1]
o/ -2 10/ 3/ =2l

. Aufstellen der Koordinatengleichung

Stellen Sie eine Koordinatengleichung der beschriebenen Ebene E auf.

a) E geht durch A(O12100, B(2I112), C{11012).

b) E ist die x-y-Ebene.

¢) E ist die x-z-Ebene.

d) E enthiilt die z-Achse, den Punkt P(11110) und steht senkrecht auf der x-y-Ebene.

Achsenabschnitt einer Ebene

a) Bestimmen Sie die Achsenabschnitispunkie der Ebene E: 3x + 6y — 3z =12 und skiz-
zieren Sie cinen Ebenenausschnitt im Koordinatensystem.

b) Welche Achsenabschnitte hat die Ebene E: 2x + 5y =107
Beschreiben Sie die Lage der Ebene im Koordinatensystem verbal und fertigen Sie an-
schlieBend ein Schriigbild an.

¢) Beschreiben Sie die Lage der Ebene E: 2z =8 im Koordinatensystem (mit Schriighild).

Aufstellen der Koordinatengleichung

Gesucht ist eine Koordinatengleichung

der beschriecbenen oder dargestellten

Ebenen.

a) Es handelt sich um die x-y-Ebene.

b) Die Ebene hat die Achsenabschmitte
x=4,y=2,2z=6.

¢) Die Ebene enthiilt den Punkt
P(21113) und ist zur y-z-Ebene par-
allel.

d) Dic Ebene geht durch den Punki
P(41410) und ist parallel zur z-Ach-
se. lhr y-Achsenabschnitt betriigt 3
y=12.

e) Die Ebene enthiilt die Punkte
A(21=115), B(=11=319) und ist pa-
rallel zur z-Achse.




g235 - Losungen

| 2z
[i’—[z}]-[a)zﬂ, 2x +4y—-52=20
-2 -5
11.a) -2x+2y+3z=4

T]]-[;J:O, X-Sy+32=0
| 3
b) z=0

o e (-0 =

4 1 4 1} =2
by E:[X g]] m =0, x= [g]”m*‘{ ?J 12.a) X(4)0[0), Y(0[2/0), Z(0/0|~4)
b) X(5/0[0), Y(02/0)
3 B Die Ebene verlduft parallel zur z-Achse.
(-J =0, 3x-2y+z=3 () E:[X '[j}l‘[;} 0,-x+4y+5z=18 ¢) Z(0/0}4), Die Ebene geht durch den Punkt Z und
verlduft parallel zur x-y-Ebene.

o E:[X- ]1

13.a) E:z=0 b)E:3x+6y+2z=12 c)E:x=2
d) X(6/0[0) eE,E: 2x+y=12

O -3 0
e) E: x=[—1J+r[-2J+5(O], E:2x-3y=7
5 4 1

) Ei:x+y—z=3,Ez:x+z=2
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