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Cheatsheet

1. Ableitungs- und Integrationsregeln trigonometrischer und exponentieller Funktionen

Sinusregel (sinx)’=cosx Isinxdx:—oosx+C
Kosinusregel (cosx)'=—sin x I cosxdx =sinx + C
Regeln fiir exponen- (e¥)'=e* Ie’dx =e*+C

tielle Funktionen
(e3x+b)’ = g gax+b ] eax+bdx=1_a -eax+b+C

2. Bedingungen fiir lokale Extrema und Wendepunkte
Notwendige Bedingung f sei an der Stelle x; differenzierbar. Dann gilt:

fiir lokale Extrema Ist xg lokale Extremstelle von f, so gilt f'(xg) = 0.
Hinreichendes f sei in einer Umgebung von x;; zweimal differenzierbar. Dann gilt:
Kriterium fiir Ist f'(xg) = 0 und f"(x) # 0, so hat f bei x; eine lokale Extremstelle.
lokale Extrema:
- Kriterium Genauer: f'(xg) = 0und f"(xg) < 0 = lokales Maximum bei xg

f'(xg) = 0 und f"(xg) > 0 = lokales Minimum bei x;
Hinreichendes f sei in einer Umgebung von xg, differenzierbar und f'(xg) = 0.
Kriterium fiir Wechselt f' bei x;; das Vorzeichen, so ist x;; lokale Extremstelle.
lokale Extrema:
Vorzeichenwechsel- Genauer: f'wechselt von + nach — = lokales Maximum bei x;
kriterium f" wechselt von — nach + = lokales Minimum bei x;
Notwendige Bedingung f sei an der Stelle x,, zweimal differenzierbar. Dann gilt:
fiir Wendepunkte Wenn xy, eine Wendestelle von f ist, so gilt f"(xy) = 0.
Hinreichendes f sei in einer Umgebung von x; dreimal differenzierbar. Dann gilt:
Kriterium fiir Ist £ (xy) = 0 und " (xy) = 0, so hat f bei xy; eine Wendestelle.
Wendepunkte:
f"-Kriterium Genauer: f”(xy) =0 und f""(xy) < 0 = Links-Rechts-WP

f"(xy) = 0 und f"'(xy,) > 0 = Rechts-Links-WP
Hinreichendes f sei in einer Umgebung von xg zweimal differenzierbar
Kriterium fiir und es sei " (xy) =0.
Wendepunkte: Wechselt f" bei xy; das Vorzeichen, so ist xy, eine Wendestelle.
Vorzeichenwechsel-
kriterium Genauer: f” wechselt von + nach — = Links-Rechts-WP

f" wechselt von — nach + = Rechts-Links-WP

3. Stammfunktionen ermitteln
Stammfunktions- Ist eine Stammfunktion F von f bekannt oder vorgegeben, so erfolgt
nachweis der Stammfunktionsnachweis durch Differenzieren, d. h. es wird ge-

zeigt, dass die Ableitung von F gleich f ist (F'=f).

Stammfunktion einer  Die Funktion f sei das Produkt einer ganzrationalen Funktion
exponentiellen Funktion 1. oder 2. Grades und einer Exponentialfunktion. Dann kann eine

durch Formansatz Stammfunktion F von f mit dem folgenden Ansatz ermittelt werden.
ermitteln
Funktionsgleichung Formansatz fiir die Stammfunktion
f(x)=(ax +b)-e** F(x)=(Ax+B)-e*

f(x)=(ax*+bx+c)-e F(x)=(Ax>+Bx+C)-e*

Der Formansatz fiir F wird differenziert und das Ergebnis mit
der Funktion f verglichen (Koeffizientenvergleich).

Die Koeffizienten der Potenzen in den Funktionstermen von F' und
f miissen iibereinstimmen.

Diese Forderung fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem fiir die Ko-
effizienten A, B bzw. A, B, C des Formansatzes.

Die Losung des linearen Gleichungssystems liefert die passenden
Werte fiir A, B bzw. A, Bund C.

4. Exponentielle Wachstumsprozesse

Unbegrenztes Unbegrenztes Wachstum wird durch eine Funktion der Form
Wachstum N()=a-e* (a, k> 0)beschricben.

a: Anfangsbestand zur Zeit t =0; a=N(0)
Unbegrenzter Unbegrenzter Zerfall wird durch eine Funktion der Form
Zerfall N()=a-e™ (a, k> 0)beschrieben.

a: Anfangsbestand zur Zeit t = 0; a=N(0)
Begrenztes Begrenztes Wachstum wird durch eine Funktion der Form
Wachstum N(@)=a+b-e™ (k>0,b<0)beschricben.

a+ b: Anfangsbestand

a: Sittigungsgrenze




Cemischte Ubungen



\g

Canzrat.

Big94.95

11.

13.

Kurvenuntersuchung

Gegeben ist die Funktion f(x) = §x3 3x2+5x+3.

a) Ermitteln Sie die Gleichung der Tangente t an den Gra-
phen von f an der Stelle x, = 0.

Welchen Winkel bildet die Tangente t mit der y-Achse?

b) Berechnen Sie die Extrema von f.

¢) An welcher Stelle fillt die Funktion f am stirksten?
Wie grofB ist dort die Steigung von f?

d) Zeigen Sie, dass eine Nullstelle von f bei x = 3 liegt.
Ermitteln Sie den Inhalt der Fliche A, welche vom
Graphen von f und den beiden Koordinatenachsen im
ersten Quadranten begrenzt wird.

. Funktionenschar

Von der Funktionenschar f, (x) = —x* + 3ax? (a> 0) sind

rechts die Graphen fiira= 0,5, a= 1 und a = 1,2 abgebil-

det.

a) Ordnen Sie die Graphen den passenden Parametern zu.

b) Berechnen sie die Nullstellen, Extrema und Wende-
punkte der Scharkurven in Abhiingigkeit vom Parame-
ter a.

¢) Fiir welchen Wert von a ist die Steigung in der rechten
Nullstelle von f, gleich —1?
Wie lauten die Gleichungen der Tangente t und der
Normalen n an dieser Stelle?

d) Welche Funktion der Schar hat im Wendepunkt die Steigung 2?

e) Der Graph einer Scharkurve f, und die x- Achse umschlieBen eine Fliche A. Fiir welchen

Wert von a hat das Flachensluck A den Inhalt -"

Segelflugzeug

Ein Segelflugzeug indert seine Flughdhe h mit der Ge-

schwindigkeit v, (t) =-0,15¢+ 0,9t (t in min, v in m/

min). Es wird von einem motorisierten Flugzeug nach

oben gezogen und ausgeklinkt. Der Segelflug startet zur

Zeit t =0 in 80 m Hohe iiber dem Erdboden.

a) Bestimmen Sie die Gleichung der Hohenfunktion.

b) Welche maximale Flughthe erreicht das Segelflug-
zeug?

¢) Wann ist die Hoheniinderung am gréften?

d) Wann befindet der Segler sich wieder auf Starthhe?

e) Nach 14 min leitet der Pilot den Landeanflug ein. In dieser Phase dndert sich die Flughéhe

h mit der Geschwindigkeit v,(t) = at+b.

Berechnen Sie, wie groB a und b sein miissen, damit er nach 18 min weich landet. v

umdtmg

—unktionen |

14. Neubausiedlung
Ein Baugrundstiick wird durch zwei StraBen
fund gund die Parallelen x = 10und x = 10
begrenzt (1 LE = 10m). Die StraBe f wird
durch die Funktion fix) =0,004x* - 1.2x
erfasst, die Strafe g durch g (x) = 10 - 0.5 %,

3 '{I "X Berechnen Sie die GriBe des Grundstiicks

\/ Ansitze.
15, Schnittwinkel

auf zwei Wegen, liber bestimmte Integrale
/ und ohne Integrale. Vergleichen Sie beide

Welcl’nenStmgunggwmkel heillzlder(_'irn h
von f(x) = sin|? .

| a X
16. Fliichenberechnung
Berechnen Sie den Inhalt der abgebildeten e
Fliiche A zwischen dem Graphen der Kosi- /«'” ‘{L\“ :
nusfunktion.demGraphenvong (x) = x - x? e X -X \
und der x-Achse. i =

17. Fliichenberechnung mit drei Funktionen ¥
Wie groB ist der Inhalt der abgebildeten

i\'

Fliiche A?
A wird von den Graphen dm’ drei Fu
tionen f(x) = sm X, g{x}—
hix)=4x - x?

der x-ﬁu::hsc be-

15. Parabel und Sinusfunktion
Eine zur y-Achse achsensymmetrische Pa-
rabel liuft durch den ersten Hochpunkt der
Sinusfunktion rechts des Ursprungs. Sie

umschliefit mit dieser eine Fliche A.
‘Welchen Inhalt besitzt A7

19. Fliichenberechnung mit Rechnereinsatz
Gegeben ist die Funktion
fix)=3sin(2x - 2) + 1. Bestimmen Slet.len
Inhaltder Fliiche A, die zwischen
kleinsten positiven

Gra er x-Achse berandet wird.
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20. Rutschbahn

Eine Rutschbahn im Adventure-Park wird im Querschnint dargestellt von zwei sinusférmigen

Big96-99
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Teilen, jeweils auf der Linge einer halben Periode.

a) Entwickeln Sie zwei trigonometri-
sche Funkiionen f (fiir =10 = x < 0)
und g (fiir 0 £ x < 8), die zusammen
das Profil der Rutsche beschreiben.

b) Bestimmen Sie das maximale Gefil-
le auf der Rutsche und das durch-
schnittliche Gefiille sowie die zuge-
hirigen Neigungswinkel.

¢) Eine Firma michte eine Werbefli-
che von mindestens 60m?® mieten.
Wiirde cine scitliche Verkleidung
der Rutsche dieser Anforderung ge-
niigen?

21.

-
o~

Logo
Gegebensind f(x) = 2 - sin(3x) + 3und
g(x)=-4-sin(3x)+3,0sxs4.
a) Welche Perioden besitzen [ und g?
Besti Sie die Nullstellen von /
g. Bestimmen Sie die Extrema von N /

f. Zeichnen Sie die Graphen von f X
und g. AN

b) Welchen Steigungswinkel hat der
Graph von f im Schnittpunkt mit der
y-Achse? Wann fillt der Steigungs-
winkel des Graphen von f erstmals
T o d

¢) Der vonden Graphen von f und g umschlossene Bereich soll als Vorlage fiir ein Firmenlogo
verwendet werden. Bestimmen Sie die Fliche des Logos (Lingeneinheit: 1¢m).

d) Jemand behauptet: Die Gerade durch den Hochpunkt des Graphen von f und den Tiefpunkt
des Graphen von g halbiert die Fliche des Logos. Untersuchen Sie, ob dies stimmt.

. Spiegelung und Fliichenberechnung

a) Rechts dargestelltist der Graph einer
Funktion f(x) = a + cos(bx). Geben
Sie mogliche Werte fiir die Parame- y
ter an. il f

b) Wie grof ist die maximale Steigung, RS
wie groB die durchschnittliche Stei- % :
gung im Intervall [-3; 0]?

¢) Welche Fliiche bildet der Graph von
f mit der x-Achse iiber [-3; 3]?

d) Der Graph von f wird an der Parallelen zur x-Achse durch y = 3 gespiegelt, wodurch der
Graph einer Funktion g entsteht. Zeichnen Sie den Graphen von g und geben Sie die Funk-
tionsgleichung an.

¢) Ein Biologe hat ¢inen exotischen Schmetterling vergeblich gejagt. Angeniihert wird der
Schmetterling mit ausgebreiteten Fliigeln durch die Funktionen f und g fir -3<x<3
dargestellt. Wie grofl ist angeniihert die Fliigelfliiche des Schmetterlings?

23, Gegeben ist die Funktion f(x) = x + 2cosx fir -4 < x <4,

a) Untersuchen Sie die Funktion auf Extrema und Wendepunkte im angegebenen Intervall.
b) Erstellen Sie cine geeignete Wertetabelle und zeichnen Sie den Graphen fiir—-4 s x <4,
¢) Bestimmen Sie die Gleichung der T: tan den G von f an der Stelle x = %

& Ly

h

d) Die Koordinatenachsen, der Graph von f und die¢ in ¢) bestimmte Tangente t begrenzen ein
Flichenstiick A. Berechnen Sie den Inhalt von A,

¢) Die Geschwindigkeit eines Schwimmers im Training wird beschrieben durch die Funktion
vio=1- %sin(_%l). (tins, v(0) in m/s). Welche Strecke legt er in 2 Minuten zuriick?

f) Sei allgemein f (x) = X + acosx. Fiir welche Werte des Parameters a gibt es waagerechte
Tangenten an den Graphen von f,?

24.

Strafienplanung
Die LandstraBe wverlinft geradlinig Vi
durch A{-4|1) zum Punkt B(-2]0). A D

Zwischen B und C(2]0) soll die StraBe

erncuert werden. Danach verliuft sie /

wieder geradlinig von C durch Punkt B~—__C x

D4l 1

Der neve StraBenabschnitt zwischen B

und C soll im Punkt C _.ohne Knick™ in den Abschnitt CD iibergehen.

a) Zur Modellierung des Abschnitts BC werden folgende Funktionstypen betrachtet:
fix)=ax’+b, g(x)=ae™ +h.
Bestimmen Sie fiir jeden Funktionstyp die Parameter a und b so0, dass die Funktion den
StraBenverlauf zwischen den Punkten B und C beschreibt.

) Begriinden Sie, dass Ihre Losungen auch im Punkt B ohne Knick® die Strabenstiicke
verbinden.

¢) Zeichnen Sie den StraBenverlauf mit Thren Lisungen und leiten Sie aus der Zeichnung
eine begriindete Entscheidung iiber den besten StraBenverlauf zwischen B und C ab.

. Strandpromenade

Der Aufgang der Strandpromenade zu

einem 8 m hohen Deich soll in der Waa- & 3
gerechten 20m lang sein. Das Pla-
nungsbiiro erwigt mehrere Varianten.
1 .
A 10 E

a) Variante 1:

Die Trassenfilhrung wird durch eine trigonometrische Funktion durch die Punkte A und C
realisiert. Dabei soll die Funktion in den Anschlusspunkten A und C die Steigung null
haben. Geben Sie die Funktionsgleichung fiir diese Variante an.,

Zur Kontrolle: f(x) = 4-sin [%{1 = 10))+4

b} Variante 2:

Die Trassenfiihrung wird durch eine ganzrationale Funktion realisiert, die in den Anschluss-
punkten A und C die Steigung null hat. Bestimmen Sie die Funktionsgleichung.

¢) Berechnen Sie filr beide Lisungen den stiirksten Anstieg.

d) Der Aufgang soll 2 m breit sein, Bei welcher Trasse wird weniger Sand als Untergrund
benitigt?

e) Variante 3:

Diese Variante sieht vor, die Punkie A und B durch eine Funktion h;(x) = ¢** — b und die
Punkie B und C durch eine Funkiion h,(x)= 10— ce™® zu verbinden. Stellen Sie die
Funktionsgleichungen auf.

f) Variante 3 soll nur dann vorgeschlagen werden, wenn in den Ubergangspunkten A, B und
C der Winkel zwischen den beiden Trassenteilen bew, ewischen jeweils einem Trassenteil
und der unteren bzw. oberen Ebene kleiner als 10° ist. Priifen Sie, ob diese Bedingung
erfilllt ist.
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"' Untersuchung von Expone

Kurvendiskussion

Gegeben ist die Funktion f(x) = (x - 1) - e*.

a) Bestimmen Sie die Ableitungen f, f" und .

b) Untersuchen Sie die Funktion f auf Nullstellen.

¢) Die Funktion f besitzt ein Extremum und einen
Wendepunkt. Wo liegen diese Punkte?

d) Untersuchen Sie das Verhalten von f fiir x — —ee
bzw. x — o mit einer Tabelle.

¢) Skizzieren Sie den Graphen von f(-3 <x <2).

MabBstab:
I1LE2 1 km

et

. Flicheninhalt

Die Funktion f(x) = (x — 1) - e* (s. Bild oben) beschreibt den Verlauf eines Flusses, der von

zwei StraBen iiberbriickt wird, die liings der Koordinatenachsen laufen. (1 LE = 1km)

Die beiden StraBen und der Fluss schlieBen im 4. Quadranten ein Grundstiick A ein, welches

fiir 80 € pro m” zum Kauf angeboten wird.

a) Zeigen Sie, dass F(x) = (x = 2) - e* eine Stammfunktion von f ist.

b) Berechnen Sie den Verkaufspreis fiir das Grundstiick A.

¢) Wie grof ist das im 3. Quadranten liegende Grundstiick B, welches durch die StraBen, den
Fluss und den FuBBweg bei x = -2 begrenzt wird?

. Tangenten

Gegeben ist die Funktion f(x) = e* — x. Sie beschreibt den Verlauf einer Autobahn. (1 LE = 1 km)

a) Besitzt f Extrem- und Wendepunkte? yA

b) SchlieBen Sie aus den Ergebnissen, dass f keine Y
Nullstellen besitzt. o,

¢) Vom Bahnhof B (0|0) fiihrt ein Zubringer zum 0‘5.;,,
Punkt P(1|f(1)) der Autobahn. Zeigen Sie, dass g A/
dieser Zubringer tangential in die Autobahn :
miindet.
Wie lange bendtigt ein 30 km/h schneller Trans-
porter vom Bahnhof bis zur Autobahn?

d) Wie viel Hektar Fliiche hat das Grundstiick zwi-
schen StraBe, Zubringer und Bahnlinie?
(1 Hektar = 10000 m?)

Bahnlinie

Fluss

=y

3 MaBstab:
ILE=1km

. Kurvenuntersuchung

Gegeben ist die Funktion f(x) =x -e** !
a) Untersuchen Sie f auf Nullstellen, Extrem- und Wendepunkte.
b) Zeichnen Sie den Graphen von f fiir -3 <x<0.5.
¢) Der Ursprung wird mit dem Punkt P(~1|f(~1)) durch eine Strecke s verbunden.
Wie groB ist das Flichenstiick zwischen Kurve f und Strecke s?
(Hinweis: Bestimmen Sie mit dem Formansatz F(x) = (ax + b) - e* * ! eine Stammfunktion
von f.)
Wie lang ist die Strecke s?

5. Kurvendiskussionen

Fiihren Sie eine Kurvendiskussion durch. Uberpriifen Sie hierzu f auf Nullstellen, Extrema
und Wendepunkte. Untersuchen Sie, wie f sich fiir x — = oo verhiilt. Skizzieren Sie den Graphen
von f in einem sinnvollen Bereich. Uberpriifen Sie Thre Skizze mit dem TR/Computer.

a) f(x) = (2x +2) - e 0 b) f(x) = (1 =x)-e*X c) f(x)=e*—2e™

. Graph und Funktionsterm

Ordnen Sie jedem Funktionsterm den passenden Graphen zu. Begriinden Sie.

B

Ordnen Sie jeder Funktion f die passende Stammfunktion F zu. Fiihren Sie den Nachweis.

I F(x) = (0,5x - 0.25)e2

7. Funktion und Stammfunktion

. Kanalprofil

Das Querschnittsprofil eines 400 m lan-
gen Kanals kann durch die Funktion
f(x) = 2xe~"25¥ modelliert werden.
0<x<51LE=1m)
a) Wie hoch ist die Dammkrone?
Wie breit ist die Wasserrinne? -5 0 5x
b) Zeigen Sie durch Ableiten, dass F(x) = —4¢-025%" gine Stammfunktion von f ist.
Verwenden Sie die allgemeine Kettenregel von S. 84.
¢) Berechnen Sie das maximale Fassungsvermogen des Kanals.
d) Der stidtische Hangrasenmiiher hat eine maximale Steigfihigkeit von 40°.
Kann der Hang des Dammes damit bis zur Dammkrone befahren werden?

VL .

&

10.

11. Flicheninhalt

12. Extremalproblem

13. Fledermausgaube

SIgl2-115
NtialtTunktionen

9. Kurvendiskussion
Gegeben ist die Funktion f(x) = 4x - e 5%,
a) Untersuchen Sie f auf Nullstellen. Wie verhiilt sich f fiir x — +ea?
b) Bestimmen Sie den Extremalpunkt und den Wendepunkt von f. Beschreiben Sie das Mo-
notonieverhalten und das Kriimmungsverhalten von f.
¢) Bestimmen Sie die Gleichung der Wendetangente t von f. [ Kontrolle: t(x) = —
d) Zeichnen Sie die Graphen von fund t fir—-1 < x < 8.

4

3
el

=

Kurvenuntersuchung

Gegeben sind die Funktionen f(x) = e*3* und g (x) = ¢!~ 0-3%,

a) Skizzieren Sie die Graphen von f und g in einem Koordinatensystem fiir -2 < x < 4.

b) Bestimmen Sie die Ableitungen {"und g".

¢) Wo schneiden sich die Graphen von f und g? Wie groB ist ihr Schnittwinkel?

d) Eine Ursprungsgerade h beriihrt den Graphen von f als Tangente. Wo liegt der Beriihrpunkt
von f und h? Wie lautet die Gleichung von h?

e) Wie groB ist die Fliiche A, welche von f und g und der y-Achse umschlossen wird?

Die Abbildung rechts zeigt den Graphen von
f(x) =4xe V5%,
Die Normale n im Wendepunkt W(4|5’—] hat die Glei-

chung n(x) = §x —e24 16

?.

a) Zeigen Sie, dass F(x) = (-8 x — 16)e"%** gine
Stammfunktion von f ist.

b) Berechnen Sie den Inhalt der markierten Fliche.

Auf dem Graphen von f(x) =4x - e "** wandert der
Punkt P(u|f(u)), u>0.

Wie muss u gewiihlt werden, damit der Inhalt des mar-
kierten achsenparallelen Rechtecks maximal wird?
Was passiert, wenn u gegen o strebt?

Die Abbildung zeigt eine Fledermausgaube, die 4m
breit ist. Das obere Randprofil wird durch die Funktion

f(x)=2e*" fiir -2 < x <2 modelliert.

a) Wie hoch ist die Gaube an ihrer hichsten Stelle?

b) An welchen Stellen ist das Profil am steilsten? Wie - - : - .
grob ist dort der Steigungswinkel?

¢) Die Gaube besitzt ein parabelférmiges Fenster. Es ist 3m breit und 1,5 m hoch.
Wie lautet die Gleichung der Fensterparabel? Wie groB ist die Glasfliche?

d) Am Gaubenrand soll eine Antenne (im Bild rot) von 1 m Hohe stehen. Sie soll die Gau-
benspitze nicht tiberragen. In welchem Bereich kann sie aufgestellt werden?
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A" VWachstums- und

Unbegrenzt
Bigl121,122

Ubung 1 Abnahmeprozess

Wiihrend einer Konjunkturflaute sinkt der

Absatz eines Autoherstellers im Verlauf von

6 Monaten von 27 000 Autos pro Monat auf

20000 Autos pro Monat.

a) Wie lautet die Abnahmefunktion, wenn
der Riickgang dem exponentiellen Mo-
dell f(t) = a - e Xt folgt?

(t: Zeit in Monaten; f(t): Anzahl der
monatlich abgesetzten Autos).

b) Wann hat sich der Absatz halbiert?

¢) Um wie viele Autos sinkt der Absatz im
Verlauf des 6. Monats?

/erfallsprozesse |

Y

4

n

e

6.

. Ameisenkolonie
Eine Ameisenkolonie von 10000 Tieren wiichst jihrlich um 10%. Wie lautet die Wachstums-
funktion? Wann ist eine Bevolkerung von | Million erreicht?

. Radioaktivitiit

Eine Probe des radioaktiven Isotops Actinium 225 zerfillt gemiB dem Gesetz

N(t) = 1000 - e (: Zeit in Tagen; N(t): Rad. Substanz in mg).

a) Wie groB ist der Anfangsbestand? Wie grof8 ist der Bestand nach einem Tag? Welcher pro-
zentuale Anteil der Probe zerfillt taglich?

b) Wie groB ist die Halbwertszeit? Eine Probe wird als ausgebrannt betrachtet, wenn die Strah-
lung auf 1% des Ausgangswerts gefallen ist. Schiitzen Sie die Zeit hierfiir mit Hilfe der
Halbwertszeit ab.

. Stidte
Die Einwohnerzahl einer Stadt wird modellhaft beschrieben durch N, (t) = 30000 - e~ 00513¢,
Dabei ist t die Zeit in Jahren und N, (t) die Einwohnerzahl zum Zeitpunkt t.
a) Welche Einwohnerzahl liegt nach fiinf Jahren vor?
b) Wann fillt die Einwohnerzahl auf 20000 Einwohner?
¢) Wie groB ist die momentane Abnahmerate zu Beginn des Prozesses bzw. nach 10 Jahren?
d) Die Einwohnerzahl einer anderen Stadt wird beschrieben durch N, (t) = 10000 - ¢%%9531t,
Wann sind beide Stidte gleich groB? Wie grof sind sie dann?
e) Wann ist die Summe der Einwohnerzahlen beider Stidte minimal?

. Blutalkohol

Ein Zecher hat sich um 24% Uhr einen Alkoholspiegel von 1,8 Promille angetrunken. Nach

einer linearen Faustformel werden stiindlich 0,2 Promille abgebaut. Ein anderes exponentielles

Modell geht davon aus, dass stiindlich ca. 20% des aktuellen Gehaltes abgebaut werden.

a) Stellen Sie fiir das lineare Modell eine Abnahmefunktion a(t) auf.

b) Weisen Sie nach, dass das zweite exponentielle Modell durch die Funktion
b(t) = 1,8 - 79231 erfasst wird. Zeichnen Sie beide Graphen in ein System.

¢) Welchen Alkoholspiegel hat der Mann morgens um 6.00 Uhr nach dem linearen Modell?
Darf er nun wieder fahren (Die erlaubte Grenze betrigt 0,5 Promille)?

d) Wann wird die Grenze von 0,5 Promille nach dem exponentiellen Modell erreicht?

e) Zu welchem Zeitpunkt ist der Unterschied zwischen den Modellen maximal?

f) Bestimmen Sie graphisch, durch Probieren oder mit einem Niherungsverfahren, zu wel-
chem Zeitpunkt beide Modelle ungefihr den gleichen Alkoholspiegel anzeigen.

Luftdruck

Auf Meereshohe betrigt der Luftdruck p 1013 mbar. Die Funktion p erfiillt die Gleichung

p'(h) ==0,000 13 - p(h). h: Hohe in m, p: Luftdruck in mbar.

a) Begriinden Sie, dass p(h) = 1013e~ %9130 die Abnahmefunktion ist.

b) Wie groB ist der Luftdruck in 2000 m Hohe bzw. auf dem Mount Everest?

¢) Untrainierte Menschen benétigen ab 500 mbar Luftdruck eine Sauerstoffzufuhr per Maske.
Ab welcher Hohe ist dies erforderlich?
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8. Population

10.

. Stausee

Der Bestand einer Population wird durch die Funktion N (t) = 10 — 8 - =2 erfasst. Dabei

gibt t die Zeit in Stunden seit Beobachtungsbeginn an und N (t) die Anzahl der Individuen in

Tausend.

a) Zeichnen Sie den Graphen von N mit Hilfe einer Wertetabelle (0 <t < 20, Schrittweite 5).

b) Bestimmen Sie den Anfangsbestand und den Grenzbestand der Population.

c) Welcher Bestand liegt zur Zeit t = 3 vor?

d) Nach welcher Zeit hat sich der Anfangsbestand vervierfacht?

e) Wie groB ist die Wachstumsgeschwindigkeit (gemessen in Tausend Individuen pro Stunde)
zu Beginn des Wachstumsprozesses bzw. nach 10 Stunden?

Ein neuer natiirlicher Stausee wird an-
gelegt. Er wird durch einen konstanten
Zufluss gefiillt, verliert aber mit zuneh-
mender Fiillung aufgrund des steigen-
den Wasserdrucks wieder Wasser durch
den undichten Seeboden.
Berechnungen ergaben, dass die
Erstbefiillung durch die Funktion W
erfasst werden kann:

W(t) = 1000000 - (1 — e3¢

(t: Zeit in Std., W: Wasservolumen in m?)

a) Fertigen Sie eine Wertetabelle fiir die Funktion W an (0 < t < 100, Schrittweite 20).
Skizzieren Sie den Graphen von W.

b) Wie grof wird das Wasservolumen nach 50 bzw. nach 200 Stunden sein? Welches Wasser-
volumen wiire maximal erreichbar?

¢) Der See hat ein Leervolumen von 1200000 m?. Kann er véllig gefiillt werden? Nach wel-
cher Zeit ist er zur Hilfte gefiillt?

d) Mit welcher Geschwindigkeit (in m?/h) fiillt sich der See zur Zeit t = 20? Wie stark ist der
konstante Zufluss?

Eisenschmelze

Eisen schmilzt bei 1538 °C. Eine gliihende Eisenschmelze kiihlt sich bei einer Umgebungs-

temperatur von 20 °C innerhalb von 10 Minuten von 2000 °C auf 1800°C ab.

a) Wie lautet die Abkiihlungsfunktion? P

b) Wie lange dauert es bis zur Erstar-
rung des Eisens?

¢) Wie groB ist die Abkiihlungsrate zu
Beginn des Prozesses?

. Fanmeile

sprozesse ||

Chinesisch

Anja mochte China besuchen. Daher nimmt sie an einem Chinesisch-Kurs teil. Erfahrungs-

gemiiB beginnen die Teilnehmer ohne Vorkenntnisse und besitzen eine maximale Lernkapa-

zitdt von 500 Vokabeln. Ein durchschnittlicher Teilnehmer beherrscht nach einer Stunde

40 Vokabeln.

a) Wie lautet die Lernkurve eines durch-
schnittlichen Teilnehmers?

(t: Stunden, L(t): Anzahl der Vokabeln)

b) Wie lange benotigt ein Teilnehmer fiir
die Hilfte der maximalen Kapazitit?

¢) Anja beherrscht nach einer Stunde
schon 50 Vokabeln, nach zwei Stunden
sind es sogar 98 Vokabeln.

Wie lautet ihre personliche Lernkurve?
Wo liegt ihre Kapazitiitsgrenze?

d) Wann sinkt die Lernrate eines durch-
schnittlichen Teilnehmers auf 10 Voka-
beln/Stunde? Welche Lernrate hat Anja
zur Zeit t = 10?

. Wilfe

In einem Waldgebiet ist Revierplatz vorhanden fiir maximal 800 Walfe. Zu Beobachtungs-

beginn werden 500 Wolfe gezihlt. Nach drei Jahren sind es schon 700 Tiere.

a) Wie lautet die Bestandsfunktion N (t)? g’

b) Wie viele Wolfe gibt es nach fiinf
Jahren?

¢) Zeichnen Sie den Graphen von N.

d) Durch intensivere Beforstung beginnt
die Wolfspopulation seit Beginn des
zehnten Jahres um 10% pro Jahr zu
sinken.

Wann unterschreitet sie 100 Tiere?

Die Fanmeile zur FuBball-WM wurde 60
Minuten vor Spielbeginn gedffnet. Nach
5 Minuten wurden bereits 32135 Perso-
nen eingelassen. Es wird angenommen,
dass die Anzahl der eingelassenen Perso-
nen durch P(t) =300000(1 —e*%) be-
schrieben werden kann (t: Zeit in Minuten,
P(t): Personenzahl).

a) Bestimmen Sie den Koeffizienten k.
b) Wie viele Personen sind nach 30 Minuten auf der Fanmeile?

¢) Wie grof ist die Maximalkapazitit der Meile? Wann erreicht die Auslastung 90%?
d) Wie grof ist die Einlassgeschwindigkeit zu Beginn bzw. nach 30 Minuten?




®
/ Wachstums- und Zertallsprozesse |




/’ Vodell]

Big129130

Ubung 2 Lampenprofil

Die Abbildung zeigt das Querschnittsprofil
einer Lampe.

Das Exponentialprofil des Schirmes ist un-
ten 20 cm breit, oben dagegen nur 4 cm. Der
Schirm ist 20cm hoch. Berechnen Sie den
Flicheninhalt des Schirmquerschnittes.

a-e

“y
-
iy

4
\i

20

4. Inseln i e

n

3. Historisches Stadttor 8m
Fiir eine Theaterauffiihrung in der Schu-
le wird ein historisches Stadttor aus
Sperrholzplatten benotigt.

Der Regisseur hat den Wunsch, dass die
Toroffnung in der Mitte ca. 2m hoch und
unten 2m breit ist.

Die Randkurve des Torbogens soll mo-
delliert werden durch die Funktion x
f(x) =24 -0.2(e>* + e725%),

4m
=

a) Werden die Vorgaben des Regisseurs in etwa eingehalten?

b) In welchem Winkel muss die Sige beim Ausschneiden des Torbogens angesetzt werden?

¢) Der Aufbau wird nach dem Ausschneiden des Tors gestrichen. Wie grof ist die zu streichen-
de Fliche?

In Dubai werden im Meer kiinstliche In- 1

seln aufgeschiittet. Die Kiisten einer In-

sel werden wie abgebildet durch die =10 8D X
i : g(x) = (2x-20) - ¢ 3

Funktionen f (Strand) und g (Wohnen) 2

beschrieben. | (=) B
(1 LE = 100m) =00

a) Zeigen Sie, dass G(x) = (10x — 150) - ¢*3" eine Stammfunktion von g ist.
Berechnen Sie den Flicheninhalt der Insel.
b) Welche maximale Nord-Siid-Ausdehnung hat der untere Teil der Insel, d. h. das Wohngebiet?

. Schwimmbad

Ein Wasserbecken wird durch die beiden

Geraden x=4 und y=4 sowie die

Funktion f(x)=-10x-e™~! begrenzt

(1 LE=10m).

a) Wie lang ist der rechte Beckenrand?
Zeigen Sie, dass der obere Becken-
rand ca. 46 m lang ist.

b) An welcher Stelle ist die vertikale
Ausdehnung des Beckens am groB-
ten?

¢) Wie viele Quadratmeter Fliesen wer-
den fiir den Beckenboden benétigt?
Zeigen Sie zunichst, dass die Funkti-
on F(x) = 10(x + 1)e~*~! Stammfunktion von f ist.
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3. Kapitalanlage
Franz hat sein gesamtes Sparguthaben bei der Sparkasse abgehoben und in einige Hasen in-
vestiert, die nun bei ihm zuhause leben. Die Hasen vermehren sich schnell, aber es kommt
auch zunehmend zu Fluchtvorgingen. Insgesamt veridndert sich die Population nach der Formel
h(t) = (240 + 20t) - "% (t: Monate; h(t): Anzahl der Hasen zur Zeit t).

| a) Wie viele Hasen hat Franz gekauft? Wie viele sind es nach einem Jahr?
B e S C h r e | U n g \/ O ﬂ D r O Z e S S e n b) Mit welcher Rate wiichst die Hasenpopulation zu Beginn (in Hasen/Monat)?
¢) Wann erreicht die Population ihr Maximum?
30139

d) Zu welchem Zeitpunkt verringert sich die Population am stérksten?

4. Grippeepidemie N
Die jihrliche Grippeepidemie hat gerade be- %

gonnen. Aus den ersten eingehenden Mel-
dungen modellieren die Epidemiologen des -
Robert-Koch-Instituts eine Prognosefunktion i

fir die Entwicklung der Erkranktenzahlen: J 3 | t
At E t: Wochen

N@®=(61-t)-e'"°(20). N: Erkrankte

Thr Graph ist rechts grob skizziert.

a) Wie lange wird die Epidemie dauern?

b) Wann ist das Maximum erreicht? Wie groB ist die maximale Erkranktenzahl?

¢) Wann nimmt die Anzahl der Erkrankten am schnellsten zu? Wie groB ist sie zu diesem
Zeitpunkt? Wie groB ist zu diesem Zeitpunkt die momentane Zunahmerate?

n

. Segelflug

Ein Segelflugzeug wird in 100m Hohe ausgeklinkt.

Seine vertikale Steig- bzw. Sinkgeschwindigkeitin den

ersten zehn Minuten nach dem Ausklinken wird durch

die Funktion v (t) = 100 — 100t - e %3~ D peschrieben

(t: Zeit in Minuten, v (t): Steiggeschwindigkeit in Me-

ter/min).

a) Begriinden Sie, dass das Flugzeug in der ersten
Minute steigt, in den anschlieBenden 2,51 Minuten
sinkt und danach wieder steigt.

b) Wann ist die Sinkgeschwindigkeit am groBten?
Zeichnen Sie den Graphen von v.

¢) Weisen Sie nach, dass V (1) = (2t + 4)e %3~ Deine
Stammfunktion von v (t) = —te~ "3 =1 jst,

Leiten Sie hieraus die Funktion h (t) her, welche angibt, in welcher Hohe sich das Flugzeug
zum Zeitpunkt t nach dem Ausklinken befindet (0 < t < 10).

Welche Hohe erreicht es vor dem Absinken? Welches ist seine geringste Hohe nach der
Sinkphase? In welcher Hohe fliegt es 10 Minuten nach dem Ausklinken?
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12. Elefantenbestand
In einem groBen afrikanischen Natio-
nalpark wird der Elefantenbestand
kontrolliert und geschiitzt. Dadurch
wiichst die Population, die zum Zeit-

8. Olférderung
Ein Erdolproduzent besitzt eine Olquelle, die langsam versiegt. Die Fordergeschwindigkeit
lasst sich durch die Funktion m’(t) = 1 + 10 - 79" beschreiben (t: Tage, m'(t): Tonnen/ Tag).
Gesucht ist die Funktion m(t), welche die Olmenge beschreibt, die bis zum Zeitpunkt t ge-

Rekonstruktion
Viela

=

Bestanden
Bigl42,143

fordert wird, beginnend zur Zeit t = 0.

a) Bestimmen Sie m(t) als Stammfunktion von
m'(t) mit m(0) = 0.

b) Die Olquelle wird stillgelegt, wenn die Forder-
geschwindigkeit auf 3 Tonnen/Tag absinkt.
Wann ist dies der Fall? Wie viel Ol wird bis zu
diesem Zeitpunkt gefordert?

. Keine Geldsorgen

In Dagoberts Geldspeicher (30 m hoch) liegen die
Taler 20 m hoch. Die Zuwachsrate der Hohenfunk-
tion h betriigt h'(t) = =% (t: Tage, h'(t): m/Tag):
a) Wie lautet die Gleichung der Héhenfunktion?

b) Wann liduft Dagoberts Geldspeicher iiber?

10. Gletscherliinge

Ein Gletscher. der zur Zeit 30 km lang ist, verkiirzt

sich mit der Zeit. Die Anderungsrate seiner Linge

ListL'(t) =—04 - e"%02¢

(t: Jahre, L'(t): km/Jahr)

a) Wie lautet die Funktion L (t), welche die Linge
des Gletschers beschreibt?

b) Wann ist der Gletscher nur noch 15km lang?

. Kernbrennstab

Mit einem Messinstrument wird die Zerfallsrate z(t) eines Kernbrennstoffes gemessen.

Die Messwerte sind in der Tabelle protokolliert. (t in Stunden, z(t) in mg pro Stunde)

. Fernsehshow

punkt t=0 bei 2500 Elefanten liegt,

mit einer Wachstumsrate, welche durch

die Funktion f(t)=05t-¢ %3 be-
schrieben wird.

(t 2 0: Zeit in Jahren, f(t): Zuwachsrate

in Tausend/Jahr)

a) Ermitteln Sie den Funktionswert von
f an der Stelle t = 10. Erldutern Sie
das Ergebnis.

b) Beschreiben Sie anhand des rechts

dargestellten Graphen von f, wie
sich die Elefantenpopulation ent-
wickelt.

[
s

¢) Wann wiichst die Elefantenpopulation am stiirksten?
d) Weisen Sie nach, dass die Funktion F(t) = =2e7%2%! (t + 4) eine Stammfunktion von f ist.
¢) Welche Funktion G (t) beschreibt den Bestand der Elefantenpopulation zum Zeitpunkt t?

f) Welche Maximalpopulation kann erreicht werden?

In einer Fernsehshow werden die Zu-
schauer dazu animiert, eine eingeblen-
dete Telefonnummer anzurufen. Unter
allen Anrufern wird ein Luxuswagen
verlost.

Die Anrufrate der Zuschauer wird mo-
dellhaft durch f(t)=500t-¢ %' be-
schrieben. (t = 0: Minuten, f(t): Anru-
fe/min)

a) Stellen Sie eine Funktion auf, wel- t 0 | , 3 3 Der Graph von f ist rechts dargestellt.
che die Zerfallsrate beschreibt. Ver- - a) Bestimmen und interpretieren Sie ‘ N
wenden Sie den Ansatz z(1) | 20,00 | 18,09 | 16,37 | 14,82 | 1341 £(5). 1000/ \
z()=c-e K, b) Ermitteln Sie die maximale Anruf-

b) Wann hat sich die Zerfallsrate hal- e, I 0 40 60 .
biert? ¢) Um die nach einiger Zeit fallende 9

¢) Zu Beginn sind es 1 000 mg. Bestim- Anrufrate \.vxederzu steigem, wird : s
men Sie die Bestandsfunktion M (1) erwogen, die Zuschauer erneut zum Anrufen aufzufordern, wenn die Anrufrate auf die Hilf-
fi d" Mass d‘. S b’ bach te ihres Maximalwertes gefallen ist. Ermitteln Sie niherungsweise, wann das der Fall ist.

Fiiio lvinase Cler SCHLDECDICININEE: d) Alternativ wird erwogen, die Zuschauer erneut zum Anrufen aufzufordern, wenn die

beginn zerfallenen Substanz.
d) Wie viel Masse ist nach 24 Stunden
insgesamt zerfallen?

Anrufrate am stirksten fillt. Ermitteln Sie den geeigneten Zeitpunkt.

Weisen Sie nach, dass F(t) = =5000 - e " (t +

¢

10) eine Stammfunktion von f ist. Er-

mitteln Sie die Gesamtzahl der eingehenden Anrufe in der ersten Stunde nach der Auf-

forderung zum Anrufen.
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A Big148 - Test

1. Ganzrationale Funktion
Untersuchen Sie die ganzrationale Funktion f(x) = %x auf Nullstellen, Extrema und
Wendepunkte. Skizzieren Sie den Graphen von f fiir -1 < x < 4. Berechnen Sie den Inhalt der
Fliche A, die im 4. Quadranten vom Graphen von f und der x-Achse umschlossen wird.

3_3.2

2. Trigonometrische Funktionen
Gegebensind f(x)=5-cos (% x) und g (x)=x(x—-2).
a) Wie lautet die Gleichung der Tangente an den
Graphen von f an der Stelle x = 2?
b) Die Graphen von f und g-und die y-Achse be-
grenzen im ersién und vierten Quadranten die
Eléche A. Berechnen Sie deren Inhalt.

3. Exponentialfunktionen

a) Berechnen Sie das Extremum und den Wende- vy
punkt der Funktion f(x) = x - €2~ %,

b) Wie lauten die Gleichungen der Wendetangente
t und der Wendenormale n?

c) Berechnen Sie mit Hilfe des Formansatzes 1
F(x)={(ax+b)-¢e> ~eine Stammfunktion von f. .

d) Wie grof ist der Inhalt der Fliche A, die vom 1 tox
Graphen von f und der x-Achse iiber dem Inter-
vall [0; 4] eingeschlossen wird?

P,
() =g S B B N

lu

4. Extremalproblem

Ein Punkt P(ulf(u)) (u > 0) bewegt sich auf dem

Graphen der Funktion f(x) = 3x - e *. Wie muss u
gewihlt werden, damit der Inhalt des eingezeichne-
ten achsenparallelen Rechtecks maximal wird?

. Bestandsrekonstruktion

In einem Revier wird die Anderungsrate des Wolfs-

bestands durch N'(t) = (20 — 20t) - e ' beschrieben

(t: Zeit in Jahren, N (t): Bestand an Wolfen). Zu

Beginn des Beobachtungszeitraumes betrug der

Bestand 40 Wolfe.

a) Bestimmen Sie die Bestandsfunktion
N({t)=a+ (bt+c)-e™.

b) Welchen Maximalbestand erreicht die Wolfs-
population?




1. Nullstellen: x =0und x =3 y4
f'(x) = %xz -3x, f"(x)=3x-3, "x)=3 /

A Big148 - Losungen mmmiams, ., 71N/

Wendepunkt: f"(x) =0,x =1, {"(1) = 3 also R-L-W(1]|-1)
3

Fliiche A: Jf(x) dx = [£x* - 1x?| = -3,375: Der Flicheninhalt betrigt 3,375 FE.
0

2. a) f'(x) = -%n -sin(3x), f(2)= -%n, f(2)=0
t(x):—%n‘c(x—Z):—%ﬂ:x+%x

2
b) A:j{f(x)—g(x))dx: Dsin(fx) -5 +x2 =2 -2442770
0

afx)=(1-x)-e>* f"(x)=(x=-2)-e>*
Extrema: f'(x)=0:x=1, f"(1)<0=H(lle)
Wendepunkt: f"(x)=0: x=2, W(2|2)
b) Wendetangente: t(X)=—-(Xx-2)+2=-x+4
Wendenormale: n(x)=(x-2)+ 2 =X
) Fx)=(a-b-ax)-e*=x-e*=2a=-1, b=-1
F(x)=—=(x+1)-e?"%, Probe: FF(x)=—(1 =x-1)-e?"*=x-e?2"*=f(x)
d)A=F4)-F0)=-5-e2+e’=6,71

4. A=x-y=3x2-e3, A(X)=(6x-xY)-e *=0, x=0, x=6
Fiir u = 6 ist der Inhalt maximal.

5.a) N"() =(20t - 40) - e Vermutung: N(t) =20t - e™
Probe: N'(t) = (20 = 20t) - e
N(@0)=40:N(t)=20t-e "'+ 40

b)N'()=0:t=1,N(1)=20-e ' +40 = 47
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