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Jntersucnung von
-xponentialfunktionen




Bestimme das Grenzvernalten und begrunde es anhand ...
a)... einer Wertetabelle / durch Einsetzen.

D). des Graphen.

c).. der Funktionsgleichung.
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Untersuchung von Exponentialfunktionen
Crenzverhalten
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Beispiel: Kurvendiskussion
Gegeben ist die Funktion f(x) =x - e' =*. Untersuchen Sie f auf Nullstellen, Extrema und

Wendepunkte. Priifen Sie, wie sich die Funktionswerte fiir X —c bzw. x — — verhalten.
Zeichnen Sie den Graphen von f fiir -1 < x < 3.

Beispiel: Tangente vé
Die Funktion fix)=x-¢'~* stellt ¢ine Sirafle
StraBe dar. Im Punkt P[EE:I soll tangen- P Beispiel: Flacheninhalt
tial eine gerade Ausfahrt abgehen. ﬂu.arﬂﬁ Die Strafe f(x) = x - ¢' ‘d'" Fluss lan.gs
Wie lautet die Gleichung der Ausfahr? I der x-Achse und der vertikale Verbin- v
Wo iiberquert die Ausfahrt den Fluss? Fluss X dungfwcg vom Punkt qun:n Fluss begren- Stralle
zen ein Grundstiick, das mit Obstbiiumen P
bepflanzt werden soll (1 LE = 100m). ’ ’
Ein Obstbaum benitigt 20m®. Wie viele ’
Beispiel: Extremalproblem Biume konnen gepflanzt werden? Zeigen Fluss > X
Der Punkt P(x|y) mit x > 0 liegt im ersten Quadran- t Sie zunichst, dass F(x) = (=1 =x) -¢' = * =
ten auf dem Graphen von f(x) = x - ¢! ~* und ist die v — p eine Stammfunktion von f ist.
rechte obere Ecke eines achsenparallelen Rechtecks, o
dessen linke untere Ecke der Ursprung ist. Wie muss
die Punktabszisse x gewihlt werden, wenn der Fli- X -

cheninhalt A des Rechtecks maximal werden soll?
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Beispiel: Kurvendiskussion

1. Ableitungen:

Wir bestimmen die ersten drei Ableitungen,
die wir zur Untersuchung auf Nullstellen,
Extrema und Wendepunkte benstigen.
Dabei wenden wir die Produktregel und die
Kettenregel an.

2. Nullstellen:

Die notwendige und hinreichende Bedin-
gung fiir Nullstellen lautet f(x) = 0.

Wir finden die Nullstelle bei x = 0.

3. Extrema:

Die notwendige Bedingung lautet f'(x) = 0.
Dies fiihrt auf ein mogliches Extremum bei
x =1 mitdem y-Werty = 1.

Die Uberpriifung mit Hilfe der zweiten Ab-
leitung zeigt, dass es sich um ein Maximum
handelt: Hochpunkt H(1[1).

4. Wendepunkte:

Dienotwendige Bedingung lautetf"(x) = 0.
Damit ergibt sich ein moglicher Wende-
punktbeix=2,y=§.

Die Uberpriifung mit Hilfe der dritten Ab-
leitung ergibt, dass es sich um einen Rechts-

Links-Wendepunkt handelt: W (2 | %)

S. Verhalten fiir x — too:

Wir verwenden Wertetabellen, um das Ver-
halten von f fiir x — eo bzw. x— —e0 zu un-
tersuchen. Wir erhalten folgende Resultate:
limx.e'"*=0

Jim x el == e

Ableitungen 6. Graph von f:
f(x)=x-e! =% Der Graph von f verliuft rechtsgekriimmt
f'(x)=1-e'"*—x-e!"¥=(1-x)-e! X durch den Ursprung bis zum Hochpunkt
f'x)==1-e!'"*+ (1 -x)-(-e!-%) H(1|1). Dann fillt er weiterhin rechtsge-

=(x=-2)-el-x kriimmt bis zum Wendepunkt W (2(0,74).
f"(x)=1-e!' "X+ (x=2)- (-e! =% AnschlieBend fillter linksgekriimmt weiter
=(3-x)-e!-x und schmiegt sich dabei von oben an die
x-Achse, der er beliebig nahe kommt.
Nullstellen = =
£(x) = 0 Beispiel: Tangente
x-e!l=x=0

Wir verwenden als Ansatz die allgemeine
Gleichung der Tangente von f im Punkt
Pxglf(xg). .
Wir kennen x;=2 und f(x,)=1(2)= <
Mithilfe der Produkt- und der Kettenregel
berechnen wir f1(x)=(1 =x)-e' =~
Daher gilt ['(x;) = '(2) =~ .

Durch Emnsetzen dieser Daten in die allge-
meine Tangentengleichung erhalien wir die
Gleichung der Tangente (Ausfahr).

x=0,dae!"*>0

Extrema

f'(x)=0

(1-x)-el=*=0
1-x=0,dae'"*>0
x=1ly=1

Uberpriifung mit f":

(1) = -1 < 0 = Maximum

Wendepunkte 1x)= g yd
£(x) = 0 ) - € e
(x-2)-e!-x=0 Sie schneidet die x-Achse, d.h. den Fluss

x=2= 0. dael %50 an der Stelle x = 4.

x=2,y=22074
£1(2) =% > 0 = R-L-Wendepunkt

Verhalten fiir x — oo

X 1 5 10 —

x| 1 009 | 00012 | —p

Verhalten fiir x — — oo

X -1 =5 =10 — —o

f(x) =739 =2-10° | =6- 105 | — —w

1 X

fix)=x-e'*

Allgemeine Tangentengleichung
t(x) = 1{xy) - (x = x,) + Fx,)
Steigung der Tangente
fixp=x-e'-*
Fixy=(l=x)-e'-*
F2)=-1

Gleichung der Tangente
) =-tix-2)+3
1 4

t{x}:-;:-l-;

Schnittpunkt mit der x-Achse
t(x)= —&x+5=0.x =4

Beispiel: Flacheninhalt

Durch Ableiten von F mit Hilfe der Pro-
dukt- und der Kettenregel wird nachgewie-
sen, dass F eine Stammfunktion von [ ist.

Anschliefend berechnen wir den Inhalt der
Fliiche A unter f diber [0 2].

Resultat: A = 1,61

Das entspricht 16 100m?,

Diese Fliiche reicht bei 20m? pro Baum fiir
ca. 805 Biume.

Beispiel: Extremalproblem

Wir stellen zuniichst den Inhalt A als Funk-
tion von x dar: A(x) = x"-e! -~

Dann bilden wir die Ableitung A" von A und
serzen diese null. Wir erhalten zwei Null-
stellen von A" bei x = 0 und x = 2. Die ers-
te kommt nicht in Frage, die zweite ist die
gesuchte Maximalstelle, was man durch
Uberpriifen mittels A” bestitigen kinnte,

Resultat: Der Punkt P[! %:I fiihrt zum
Rechteek mit der Maximalfliche 2 = 1,47,

Stammfunktionsnachweis
Fx)=(-1-x)-¢'-*
F=(=1)-e' " + (=1 =x) - (=e'"%)

=x-el "% =f(x)
Flacheninhalt
2 2
A =jl’{:}d1 = Ix b
0 0

=l(-1-x)-e' *P=-2+e=161

Zahl der Baume

B =15 = 805

A=x-y=x-fix)=x-xel " *=x?.eg!-*
Alx)=2xe' " ¢ x2.(-e!%)

=(2x-x%-el-*®
A=0: (2x=-xH-e'"*=0

2x=-x2=0
x =0 (Min), x = 2 (Max)
N e o
y=f(2)=2=074

Ag = 2= 147

ax
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Beispiel: Kurvendiskussion Untersuchen Sie die Funktion f(x) = (x* = 2x) - €*3* auf Null-
stellen, Extrema und Wendepunkte. Wie verhilt sich die Funktion fiir x — o0 bzw. x — —0?

Zeichnen Sie den Graphen von f fiir-7<x <2,5.

-



1. Ableitungen:
Die Ableitungen werden mit der Produkt-
regel und der Kettenregel bestimmt.

f'(x) =[(x? - 2x) - e23%]’
=(2x=2)-e0 %4 (x2=2%)-(0,5e%5%)
= (%xz + X - 2} . gl5x

f'(x)= [ x242 x] elax

f(x) = {Exz + 4§x +%) . g05x

2. Nullstellen:
Die Funktion besitzt zwei Nullstellen, nim-
lichbei x=0und x =2.

3. Extrema:

Die Ableitung ' hat zwei Nullstellen, bei
x=-1-V5=-324undx=-1+V5=124.
Die Uberpriifung mittels " ergibt ein Ma-
ximum im ersten Fall und ein Minimum im
zweiten Fall. Nach Berechnung der zuge-
hirigen y-Werte erhalten wir einen Hoch-
punkt H(-3.24|3,36) sowie einen Tief-
punkt T(1,24|-1,75).

4, Wendepunkte:

Die Nullstellen von " liegen bei x = 0 und
x = —6. Nach Uberpriifung mit Hilfe von "’
und nach Berechnung der zugehiirigen
y-Werte erhalten wir einen Links-Rechts-
Wendepunkt W,(-6/2,39) und einen
Rechits-Links-Wendepunkt W, (0[0).

5. Verhalten fiir x — +oo:

Wir iiberpriifen das Grenzverhalten von f
durch Testeinsetzungen. Ergebnis:

Fiir x——oc streben die Funktionswerte
gegen 0. Der Graph von f schmiegt sich von
oben an die negative x-Achse.

Fiir x — o steigt der Graph von f steil an
und wiichst iiber alle Grenzen.

fix) = (x* — 2x) elx

f(x)=0: (x2=2x)-e™*=0
x2-2x=0
x(x=2)=0
x=0;x=2

f(x) = 0 {]E x2+x_2}_eﬂ,51=0
é—x2+x-2=0
xX+2x-4=0

=-1xVS=-1+224

x=-3,24 x= 124

y =336 y=-1,75
f"(=3.24) <0 f"(1,24) >0
Maximum Minimum
f{x)=0: ( x4+ x} =0
1
4x =0
I 3
X {4 E] 0
x=0 x=-6
y= 0 Y= 2.39
f‘ﬂr([}} - 0 fuu(_ﬁ) < 0
R-L-WP L-R-WP

f(x) | 1,82 2,9 0,81 -0

X 1 5 10 — o

f(x) |-1.,65| 1827 |12-10*| —w
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5. Kurvendiskussionen
Fiihren Sie eine Kurvendiskussion durch. Uberpriifen Sie hierzu f auf Nullstellen, Extrema
und Wendepunkte. Untersuchen Sie, wie f sich fiir x — + oo verhilt. Skizzieren Sie den Graphen
von f in einem sinnvollen Bereich. Uberpriifen Sie Thre Skizze mit dem TR/Computer.
a) f(x) = (2x +2) - e 02X b) f(x)=(1 —x)-e*™ c) f(x)=e*—-2e*

-
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