Mathematik Q1 Abels




@ Kopfliibung

* Bestimmen Sie die Gleichungen der Tangente und der Normalen von f an der Stelle x,.

a) HM:%. Xp = 2 by fix)=e™, x,;=1




Ganzrationale und trigonometrische
Funktionen
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Beispiel: Minigolf/Tangenten
Beim Minigolf soll eine gebogene Laufrohre
durchlaufen werden, deren Mittelkurve

f(x)=- %(x3 - 5x?) ist.
a) Der Spieler wihlt den Startpunkt S(5/4)
und schldgt den Ball nach A (3]3). Trifft

der Ball die Kurve f dort tangential?
b) Der Ball verldsst das Rohr im Punkt

B (—1]1) tangential. Wie groB3 muss y sein,
damit der Ball das Loch bei L (-2]y) trifft?
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Losung zu a:
Wir bestimmen zuniichst die Steigung der

Bahngeraden g durch die Punkte S und A
mit Hilfe des Differenzenquotienten. Sie

betragt m = % Die Steigung von f im Punkt
A betriigt {'(3) = 3. Damit liegt Uberein-

stimmung vor. Die Gerade g trifft tangenti-
al auf die Mittelkurve f der Rohre.

Losung zu b:

Wir bestimmen nun die Gleichung der Tan-
gente t von f im Punkt B (-1 1). Dazu wen-
den wir die allgemeine Tangentengleichung
t(x) =f'(xg) - (x = x) + f(x,) an.

Wir erhalten t(x) = -%3 SE

Nun berechnen wir t(=2) =

C Y

Daher muss y ='—: gewihlt werden, d.h.
- L(-2|'—6?) ist der gesuchte Einlochpunkt.

Steigung der Geraden g
_Ay _f5)-f3) _4-3_1
T A~ 5-3 T5-372

Steigung der Funktion f bei x = 3
f'(x) =—¢(3x> - 10x)

JOES

= g ist Tangente an f bei x =3
Gleichung der Tangente t bei x = -1

Ansatz: t(x) =f'(xy) - (x = x;) + £(x,)
tx)=f(=1)-(x=(=1) +f(-1)

=-Bx+D+1

= 13y 13

A A
Berechnung des y-Wertes von L
(-2)=-¢ (-D-¢=¢

= Einlochpunkt: L(-Zlg)




/’ Big86

Beispiel: Abstrakte Kurvenuntersuchung

Gegeben sind die beiden Funktionen f(x) = =2x? + 6 x und

g(x) = %x3 -3x%+ %x, deren Graphen abgebildet sind.

a) Untersuchen Sie g auf Extrema und Wendepunkte.

b) Berechnen Sie die Schnittstellen von f und g.

¢) Berechnen Sie den Inhalt der Fliche A, welche von fund
g im ersten Quadranten umrandet wird.

d) Der Ursprung O (0|0), der Punkt Q (x|0) und der Punkt
P(x]g(x)) (0 <x < 3) sind Ecken eines bei Q rechtwink-
ligen Dreiecks. Fiir welchen Wert von x ist der Dreiecks-
inhalt maximal?




/’ Big86

Lésung zu a:
Wir bestimmen zunéichst g, g" und g"". Extrema von g:
g(x)=3x*—6x+3 gx)=3x*-6x+2=0
g"(x)=3x-6 x=4x+3=0
g"(x)=3 _ _ ' x=2xV4-3=2x1
Mit der nc:-tvfrem_ilgcn Bedingung g'(x) =_D x=3y=0: g"(3)= 3>0=Min Losungzud: Skizze des eingesperrten Dreiecks
errechnen wir die Extremstellen von g. Sie
Die Uberpriifung dieser potentiellen Ext- des eingesperrten Dreiecks. ‘."‘
remstellen mitdem g - Kriterium licfert den Wendepunkt von g N . . . [
o i = Der Flicheninhalt A des Dreiecks wird

Ef[‘;;;‘ kt T(30) und den Hochpunkt g (xjx B gxy__ﬁl- 0 nach der altbekannten Formel A = % g-h

) . ) 2"(2) =3’}0 = RL-Wp W(2I1) bestimmt (g: Grundlinie: h: Héhe). Mit der ,
Analog errechnen wir mit der notwendigen Grundlinie x und der Hohe g(x) folgt also: X
Bedingung g [x! -E! die Lage der Wen- Schnittstellen von f und g Asa %x g =Lxi- 3x 492
destelle von g bei x = 2. £(x) = (x) 2 4 4
D,I,FK];]::: ::Jl:;fu:;g imue:::: El:cr;:zhfir:lf: -2x%+6x —% i-3xt4 %x Die notwendige Bedingung fiir ein Extre- Extremalrechnun
%Vc_ndc ankt W{%l 1) ) ) :xJ -x?=3x=0 mum von A lautet A’(x) = 0. Damit ergibt R s

P ’ 542 3 _ sich die rechts aufgefiihrte Rechnung. 9 o °
Lasung zu b: x?=2x?=3x=0 X’—‘Z-X‘+:;x=0

) . x-(x2=2x-3)=0 . " R I et )

Zur Berechnung der Schnittstellen von =0 brw. x> —2x—3=0 Bei x =0 und x =3 liegen offensichtlich X (x- -3X+ 5) =0
und g mussdie Ansatzgleichung f(x) = g(x) - ’ x=leViz3 +_3 Minimalstellen von A. Auf die hinreichen- x=0 bzw. x=2% .fli_l. =
geldst werden. Die rechis dargestellie x=—1 x=3 de Bedingung fiir Extrema kann verzichtet &0 brw. X _; b ‘x -15
Rechnung liefert als Lissung drei Schnitt- T werden, da die Lage vollig klar ist. £ S B ST
stellen bei x =~1, x =Qund x = 3. Flicheninhalt von A ; ; ; = Maximum von A beix=1,5

Bei x = 1,5 liegt das Maximum von A.

Lisung zu ¢: 3 - : " : . Agn=A(3)=3=127
Um den Inhalt von A zu berechnen, nutzen A= I[f(x) g(x))dx Fir die ma)suma;le et . (2) o
wir die Differenzfunktion von f und g. Sie 0 Ayax = A(i) Bt 1.27
lautet d(x) = ——x3 +x%+ 3x. Durch Inte- 3 .

= J-{-lx3 +x2 +§x]dx
gration der Dlﬂ'erenzfunktlcm d in den 2 2
Grenzen von () bis 3 erhalten wir den Inhalt v Lty ] 3,
von A. =I{ gx "'3;|l +5X ”

81 27

Resultat: A = 5,625FE =(-%+9+F)-@=%=5625
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Beispiel: Hochwasser

Bei einem Unwetter kann die Stromungsrate in einer
tiberfluteten StraBe durch s(t) =600 - (9t° - t°) er-
fasst werden.

(t: Zeit in Std.; s: Strémungsrate in m*/h)
Skizzieren Sie den Graphen vons flir 0 <t < 9.
Wann ist die Stromung am stirksten?

Wann erhoht sich die Stromungsrate am schnellsten?

Welche Wassermenge passiert die Stralle insgesamt? I




