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Kapitel 1

Einleitung

Bereits im antiken Griechenland waren die Primzahlen ein Anlass grofler
Faszination. Ausschlaggebend fiir Bereiche der Kunst oder Biologie waren
Fragen, die teilweise bis heute nicht endgiiltig geklart sind. Unter Anderem
interessiert man sich frith fiir mogliche Abschéitzungen der Anzahl 7 (z) von
Primzahlen kleiner oder gleich einer Zahl x. Seither werden entsprechende

Néherungen immer besser, beginnend bei log(log(z)) bis hin zu Toa(@y- Diese

Arbeit arbeitet darauf hin, drei bedeutsame Abschitzungen fiir m(x) zu be-
. . log(z) T
weisen: log(log(z)), 21§g(2) Toa@) -
Beztiglich des asymptotischen Verhaltens der Funktionen logz(x) und 7(x)
lassen sich zwei grundlegende Aussagen treffen, welche klar voneinander
abzugrenzen sind:

Zunéchst lasst sich die erste Aussage zeigen, dass

LOW

log(z)

und

f~ g bzw.

gilt, die beiden Funktionen sind also asymptotisch gleich.
Die zweite Aussage, welche Hauptbestandteil dieser Arbeit ist, wurde
1852 von Tschebyscheff bewiesen. Sie besagt fiir alle n € N mit n > 4, dass
n 1 n n

= 7(n) bzw. Tlog(n) = m(n) < 610g(n)

~—

log(n

gilt.

Dafiir lernen wir in Kapitel 2 grundlegende Begriffe zum Verstédndnis
nachfolgender Sachverhalte kennen. Mit Hinblick auf die Naherungen werden
wir Primzahlen als solche und insbesondere den Fundamentalsatz der Zahlen-
theorie, der sich mit der Unendlichkeit der Primzahlmenge beschaftigt, ver-
stehen. Dazu lernen wir in Kapitel 3 neue Zahlenfolgen kennen und nutzen



ihre Eigenschaften fiir den Beweis. Mit Definitionen, Notationen, Beispie-
len und dem Fundamentalsatz der Zahlentheorie im Koffer befassen wir uns
in Kapitel 4 mit dem eigentlichen Thema der Arbeit: Abschiatzungen der
Menge der Primzahlen bis zu einer natiirlichen Zahl x. Die entsprechenden
Beweise sind teilweise erklart, teilweise sprengt das notige Hintergrundwis-
sen jedoch den Rahmen dieser Arbeit, sodass manche Schritte in all ihrer
Brillianz hinzunehmen und als Inspiration aufzufassen sind.



Kapitel 2

Grundlagen

Zum besseren Verstandnis der Arbeit werden grundlegende Symbole sowie
gangige Konventionen vorab geklart.

2.1 Notationen

Seien f und g reellwertige Funktionen abhéngig von z.

f=0(g) < JAmit |f| < Ag

_ f
f=o(9) = J —— 0
f~g = f — 1
g T—00

f=<g < JA, Bmit Ag< f < Bg

Bemerkung:

f~g < [f=gto(g) < f=g(1+0(1)) = f und g sind asymptotisch gleich.[1, S. 7]

2.2 Mengen

Im Folgenden bezeichnen ...-3,-2,-1,0,1,... ganze Zahlen Z, 0,1,... Nicht-
negative ganze Zahlen Ny und 1,2,... Positive Zahlen N. Buchstaben wie
a,b,A,B,... ersetzen Zahlen, genauer Konstanten. Der Buchstabe p ersetzt,
wenn nicht anders angegeben, eine Primzahl. [1, S. 1]



2.3 Division mit Rest

Satz 1. V a,b aus Z 3! q,r, sodass a =bqg+1r mit 0 < r < b.

Beweis.

Existenz:

Ohne Einschriankung gilt b>0. Die Menge {w € Z : bw > a} ist somit nicht
leer und hat ein kleinstes Element w. Setze ¢ = w — 1 und r = a — ¢gb. Da
fiir w gilt, dass bw > a und ¢ gerade w — 1 ist, erhalten wir »r = a — gb =
a—(w—1)b=a—wb+0b. Wir wollen zeigen, dass dieser Term kleiner b ist,
also a —wb+ b < b. Subtrahieren wir auf beiden Seiten b und bringen wb auf
die rechte Seite, erhalten wir die wahre Aussage a < wb. Da w das kleinste
Element mit bw > a ist, gilt fir ¢ gerade ¢gb < a und somit r = a — gb > 0.
Eindeutigkeit:

bgy + r1 = a = bgs + ro, ohne Einschrankung ro < r;. Dann 0 < r; —ry =
b(ga — q1) < |b], also ¢1 = q2 und 7, = 79. [3, S. §] O]

2.4 Teilbarkeit, Teilerfremdheit
Definition 1. Wir nennen a € Z teilbar duch b € Z < 3 c € Z mit a = be
und schreiben bla. [3,S. 9]
Bemerkung: 1|a Va, ala Va, al0 Va.
Definition 2. Wir nennen a und b teilerfremd < ¥V t € N gilt: aus t|a und

t|b folgt t =1. [3,S. 9]

2.5 Primalitat

Definition 3. Wir nennen p € N prim < p > 1 und p hat keine positiven
Teiler aufer 1 und p.

Bemerkung: p ist dquivalent dazu prim, genau dann wenn aus p > 1 und
p = ab folgt a = 1 oder b = 1. Sonst nennen wir p zusammengesetzt. [1,S. 2]

2.6 Fundamentalsatz der Arithmetik

Satz 2. Jedesn € N\{1} hat eine eindeutige Darstellung n = pi**p5?*...xple,
genannt Primfaktorzerlequng. [1,S. 2]
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Beweis.

Existenz:

2 ist klar prim. Angenommen n > 2 ist nicht prim, dann existieren nach
Definition a und b mit n = ab mit a,b # 1. Da a,b < n, zerlege beide
wiederum in ihre Primfaktoren und sortiere diese. Induktiv wird somit klar,
dass auch n in Primfaktoren zerlegbar ist und eine Darstellung der Form

— 1 T2 T
n = p; * Py *...*pss

entsteht.

Eindeutigkeit:
Eindeutige Zerlegung der 2 ist klar (Induktionsvoraussetzung). Sei also n > 2
mit

no=ptxpx .k plt = qM xghrx kg,

ohne Einschrinkung p; < ¢;. Es folgt, dass ohne Beachtung der Exponenten

n>p(pek ..k ps— @k k@) = (g1 —D1) *qa* ... kg > 2,

also ist
Pr(pa sk ps — @k o xq) = (@1 —P1) * G2 k. % G

nach Induktionsvoraussetzung eindeutig. Wegen p; < ¢1 < ¢; ist folglich
p1 kein Teiler von ¢; — py also Primfaktor von py(ps * ... * ps — @2 * ... % @),
jedoch kein Primfaktor von(gq; — p1) * g2 * ... x ¢;. Dies ist ein Widerspruch.
(3, S. 10] O
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Kapitel 3

Die Unendlichkeit der
Primzahlen - Der Zweite Satz
von Euklid

Satz 3. Es existieren unendlich viele Primzahlen. [3,S. 11|

Dieser Satz wird nachfolgend auf verschiedenen Wegen bewiesen. Dazu
muss zunachst etwas Vorarbeit geleistet werden: Wir fiihren Fermat-Zahlen
und Mersenne-Zahlen ein, beweisen die Divergenz der unendlichen Reihe tiber
die Kehrwerte der Primzahlen und geben einen kurzen Einstieg in die Topolo-
gie.

Allen Beweisen ist gemein, dass urspriunglich von der Endlichkeit der
Primzahlmenge ausgegangen wird. Diese Annahme wird auf verschiedenen
Wegen zum Widerspruch gefiihrt.

3.1 Fermat- und Mersenne-Zahlen

Definition 4. Die n-te Fermat-Zahl ist gegeben durch: F, = 22" + 1.
[1,S. 14]

Bemerkung: Die Fermat-Zahlen sind mindestens fiir n = 0, 1, 2, 3, 4 prim.

Definition 5. Die p-te Mersenne-Zahl mit p prim ist gegeben durch: M, =
2P — 1. [1,S. 16]

Bemerkung: Die Mersenne-Zahlen sind unter Anderem fir p = 2,3,5,7,
13,17,19,31,61,89,107,127, 521,607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213
prim. [1, S. 16]



Satz 4. ), pﬂm% divergiert.

Beweis. (1)

Angenommen, die Reihe % konvergiert. Wéhle j, sodass der Rest nach

p prim
den ersten j Termen kleiner % ist, also

1 1
_|_

Pji+1 Dj+2

+ ... <

DN | —

Die Anzahl n < x der durch p teilbaren Zahlen ist mindestens v —N (x),
die Anzahl an n < z der durch ein oder mehrere p;;; teilbaren Zahlen, ist
hochstens p” + =+ .. < 5. Wegen

j+1 Pj+2
N(z) <2/\/x

folgt

g < N(z) < 27V®
fir x < 2212 was fiir x > 2%*2 falsch ist. [1, S. 17| O
Beweis. (2)

Angenommen > % konvergiert, dann existiert ein k£ € N mit

1 1
> <y

i>k+1 Di

p prim

Fir alle N € N gilt:
Yo —<
i>k+1 Pi
Seien nun N, und N, definiert durch:

A

Ny := #{n < N|n ist teilbar durch mindestens ein p € {pps1,...}}
und

Ny := #{n < N|n ist ausschlieflich teilbar durch p € {p1, ..., px}}.

Wir bemerken auflerdem, dass
N . .
| —| = #{n < N|n ist Vielfaches von p;}.
Pi

Nun gilt wegen (x):
N N
N< Y )< o ()

i>k+1 Pi
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Schreiben wir jedes n der Form n = a,b,,*, mit a, als den quadratfreien Teil,
erkennen wir, dass es genau 2% verschiedene quadratfreie Teile gibt. Wegen

by < Vn < VN
sehen wir, dass es hochstens v/ N verschiedene Quadratteile gibt, und es folgt
N, < 28V/N.

Zumal (xx) fiir alle N gilt, suche N mit 28v/N < & & N = 2%+2 2,

S. 6] O

Definition 6. FEine Topologie auf einer Menge X ist eine Menge T wvon
Teilmengen von X, so dass die folgenden Axiome gelten:

1. Die Teilmengen ) und X sind offen.

2. Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

3. Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen. [4,S. 7|

3.2 Euklids Beweis

Angenommen die Menge P der Primzahlen sei endlich mit P = {py, pa, ..., - }-
Setze nun N := pyxpg*...xp,.+ 1. Trivialerweise ist N — 1 teilbar durch jedes
der p;. Daher kann kein p; auch N teilen. Nach dem Fundamentalsatz der
Arithmetik muss jedoch auch N eindeutig durch Produkt von Primzahlen
darstellbar sein. P kann also nicht endlich sein. [2, S. 3] O

3.3 Goldbachs Beweis

Dieser Beweis fuft auf den Fermat-Zahlen. Wegen HZ;% Fy, = F, —2 (Beweis
folgt) gilt fir je zwei Fermat-Zahlen Fj und F;,, dass kein p # 2 exisiert,
welches Fj, und F), teilt. Wére die Menge der Primzahlen endlich, ware auch
die Menge der Fermat-Zahlen endlich, was falsch ist.

Wir beweisen obige Aussage induktiv nach n: Fir n = 1 haben wir Fy = 3
und F; — 2 = 3. Induktiv erhalten wir

n n—1
15 = (H F) kB = (Fy—2) % Fy = (2 - 1)(2¥ +1)
k=0 k=0
=" _1=F,., -2
2, S. 3.,4] ]
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3.4 Beweis (Autor unbekannt)

Dieser Beweis fuit auf den Mersenne-Zahlen. Sei nun ¢ ein Primteiler von
2P — 1, sodass 2P = 1 (mod ¢). Da p prim, hat die 2 in der Gruppe Z,\{0}
die Ordnung p. Diese Gruppe enthilt ¢ — 1 Elemente. Nach dem Satz von
Lagrange teilt die Ordnung jedes Elements einer Gruppe die Gruppengrofie,
sodass p|¢ — 1 und daher p < q.

Fiir jedes p sind daher alle Primteiler ¢ von M, grofler als p, was im Wider-
spruch zur Endlichkeit der Primzahlmenge steht. [2, S. 4] O

3.5 Eulers Beweis

Firn <z <n+41 gilt:

1 1 1 1 1
log(z) <14+ -+-4+——=+-< > —
2 3 n—1 n meEN enthélt nur Primfaktoren p<x
1 1
- I Y-yt
pEPAp<z k>0 p* 1-3
D § :H D < el =m(z)+ 1.
p—1 [So—1 k

Die Gleichheit 3 % =1I> # gilt, da jedes m eindeutig als [, <, p™ geschrieben
werden kann. Die nachfolgende Gleichheit folgt unmittelbar wegen der ge-
ometrischen Reihe mit Faktor . Die letzte Ungleichung gilt, da py > k + 1.
Wiére nun die Menge der Primzahlen beschrankt, wére auch der Logarithmus
beschrankt, was ein Widerspruch ist. [2, S. 4,5] ]

3.6 Firstenbergs Beweis

Sei Nop = {a+nbln € Z},a,b € Z,b > 0 Topologie, fiir die gilt:

1. Jede nicht leere offene Menge ist unendlich;

2. Jede Menge N, ist abgeschlossen.
Jede Zahl hat mindestens einen Primteiler, sodass gilt: Z\{1, =1} = UpepNo ,,
wobei P die Menge der Primzahlen ist. Ware P endlich, wére wegen 1. und
2. die Menge {1, —1} offen, was nach 1. falsch ist. [2, S. 5] O

14



3.7 Erdos’ Beweis

Wir berufen uns nun auf den Satz tiber die Divergenz der Reihe Y
1

1
p prim p°

Wire nun die Primzahlmenge endlich, muss >, ,im 5 konvergieren, was nach

Satz 4 falsch ist. [2, S. 6]

[

15
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Kapitel 4

Approximation von 7(z)

Nachdem wir gesehen haben, dass die Menge der Primzahlen unendlich ist,
interessiert uns, ob man die Zahl der Primzahlen bis zu einer Zahl z in
irgendeiner Weise abschétzen kann.

Historisch gesehen fingen solche Abschiatzungen bereits Hunderte von Jahren
v. Chr. an und wurden bis heute immer exakter. Wir untersuchen im
Folgenden genauer die Naherungen log(log(x)), 21(1)§g(8) und .

Wir bezeichnen die Menge der Primzahlen bis einschliellich x mit 7(z).

4.1 Logarithmusfunktion

Die Funktion log(z) := [{ 1dt ist die Umkehrfunktion von e”. log(z) geht
langsamer gegen unendlich als jede Potenz von x, log(log(z)) geht langsamer
gegen unendlich als jede Potenz von log(z), und so weiter. [1, S. 9]

4.2 w(x) > log(log(x)),x > 2
Setze

q:=2%..%xp+1,
mit p als der n-ten Primzahl p,. Klar gilt:

qg<p,"+1

und
DPni1 < pp" +1

fir n > 1. Angenommen
Pn < 2% (*)



fir n =1,..., N. Dann wiirde nach Euklid gelten:
PNi1 S 1k Py xpy 41 < 222N g 92
Angenommen n > 4 und ¢ < z < ¢, dann
el > o
e > 2

und somit )
m(x) > n(e ) >n(2¥) >n,

wegen (x). Aufgrund von log(log(z)) < n folgt
7(x) > log(log(x))

fiir 2 > ¢’ und offensichtlich auch fiir 2 < z < . [1, S. 12 O

log(x)
4.3 7(x) > Fogr)y £ = 1
Setze j := m(x), sodass p;4+1 > x und N(z) = z. Es folgt + = N(z) <
27(@)/z, also 27®) > ,/z. Nehmen wir auf beiden Seiten den Logarithmus,
folgt die Behauptung. [1, S. 17] O

4.4 Der Satz von Tschebyscheff

Satz 5. 7T(ZE) = @

Dieser Beweis ist sehr komplex, daher wird er unterteilt. Es werden die

zwel Funktionen
U(x):= Y log(p)
p

m< gy
und

O(x) := 3" log(p) = log (H p)

p<w p<w

eingefiihrt und gezeigt, dass sie sich asymptotisch gleich verhalten. Beispiel:
U(12) = 3log(2) + 21og(3) 4 log(5) + log(7) + log(11) bzw. O(12) = log(2) +
log(3) + log(b) + log(7) + log(11). Nachdem danach gezeigt wird, dass sich
beide Funktionen asymptotisch gleich wie x verhalten, wird mit dem Be-
weis abgeschlossen, dass 7(x) asymptotisch gleich zu O(x) verlauft, woraus
mithilfe der ersten beiden Teilbeweise die Behauptung folgt. [6, S. 60]

18



4.4.1 U(z) = O(x) + O(x2 log*(z))
Fir U(x) := kgV{k € N|k < x} gilt:
U(z) = log(U(x)),

was klar wird, wenn wir folgendes Beispiel betrachten:

U(12) = 3log(2) + 2log(3) + log(5) + log(7) + log(11)
=log(2*2*x2+3x3%x5x%7x11) =log(27720)
= log(kgV'(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12)) = log(U(12)).

AuBlerdem koénnen wir schreiben

=> Llog =] xlog(p),

o< log(p

zumal im obigen Beispiel fiir p = 2 gerade log(( | = [log,(12)] = 3 die
Vielfachheit der 2 ist. Wegen

P’ <$<:)p<x2p <x(:)p<x%

folgt

U(z) = O(z) + O(x3) + ... = S @),

x m >2&5m< logE ;

Dabei sind ©(z) die Logarithmen der Zahlen bis z aufaddiert, ©(x2) die
Logarithmen derer Zahlen mit Vielfachheit 2, und so weiter. Offensichtlich
ist ©(x) < xlog(zx) fir x > 2, also

1

O(zm) < zw log(x) < x2 log(x)

fir m > 2 und

3 O(aw) = O(x7 log?(x)),

m>2

weil in der Reihe nur O(log(x)) Terme vorkommen. Somit folgt die Behaup-
tung. [1, S. 340,341]
4.4.2 V(zr) <z und O(x) <

Wir wollen zeigen, dass A,B,C und D existieren, sodass Ax < O(z) < Bz
bzw. Cx < ¥(z) < Dz fir > 2. Nachdem bewiesen wurde, dass ¥ (z) =
O(z) + O(x2 log?(z)) gilt, haben wir bereits die Existenz der Konstanten A

19



und D bewiesen. Wir erinnern uns dazu an die Definition der O-Notation.
Es reicht folglich zu zeigen, dass W(x) > Cz bzw. O(z) < Bx. Genauer ldsst
sich induktiv sogar beweisen, dass

1
o) > rlos(2)  (+)
und
O(x) < 2xlog(2). (%)
Wir fithren zunéchst eine, wie bewiesen werden kann, ganze Zahl M ein:

2m +1)! 2m 4+ 1)(2m)...(m + 2
M= 'n(@!(m—i—l))! - >(m!> —

Wir stellen fest, dass
IM < 22m+1

und
M < 2°™,

Hierzu ist es sinnvoll, den Binomischen Lehrsatz anzuwenden:
2m+1
pomtl _ i <2m+ 1) - (2m—|—1> N <2m—|— 1) Y
P k m+ 1 m

Wenn
m+1l<p<2m+1

gilt, teilt p den Zahler, da dieser nichts anderes als das Produkt dieser p ist,
jedoch nicht den Nenner von M, da p prim, somit

( 11 p) | M.
m+1<p<2m+1

Insgesamt folgt damit

O@2m+1)—60(m+1) = > log(p) < log(M) < 2mlog(2).

m+1<p<2m+1

Die erste Gleichheit folgt unmittelbar aus der Definition von ©(z). Die darauf
folgende Abschétzung beruht darauf, dass die Summe von Logarithmen gleich
dem Logarithmus des Produkts ist. Die letzte Abschédtzung schlieflen wir aus
der zuvor bewiesenen Tatsache, dass M < 22™.

20



Wir beweisen nun (k%) per Induktion. (xx) ist fir n = 1 und n = 2 trivial.
Angenommen es gilt fir jedes n < ng — 1. Fiir ng gerade gilt:

O(ng) = BO(ng — 1) < 2(ng — 1) log(2) < 2nglog(2).

Die erste Gleichheit gilt, weil bei ©(x) fiir gerades ng gegentiber dem unger-
aden ng — 1 kein Summand hinzukommt, da Primzahlen nicht gerade sein
konnen. Die darauf folgende Abschéatzung nutzt die Induktionsvorausset-
zung. Fir ng ungerade gilt:

O(ng) =02m+1)=602m+1)—-60(m+1)+6(m+1)
< 2mlog(2) + 2(m + 1) log(2) = 2(2m + 1) log 2 = 2ny log(2),

da bei der Substitution ng = 2m + 1 gilt m 4+ 1 < ng. Die erste Abschétzung
nach oben nutzt die Induktionsvoraussetzung und die oben bewiesene Ab-
schétzung fir ©(2m + 1) — O(m + 1).

Induktiv folgt somit (sx).

Die Zahlen 1,2, ..., n enthalten hochstens | * | Vielfache von p, hochstens [ 7 |
Vielfache von p?, etc. Daraus folgt die Gleichheit:

nl = HpZmzl Lyl (% * %)
p

Dazu ein Beispiel: Fir n = 5 durchlaufen wir das Produkt fir p = 2,3, 5.
Fir p = 2 finden wir m = 1 und m = 2, sodass p = 2 den Exponenten
[2]+[2] = 3 hat. Analog hat p = 3 den Exponenten [2] =1 und p =5 den
Exponenten [2] = 1. Gemeinsam ergibt sich 2% % 3! « 5" = 2% 3% 4% 5 = 5.

Wir schreiben (20)
_(@2n)! -
N = (n!)? N H P

p<2n

sodass nach (x * x):

> 2n n
=3 (L) -2L51).
Hierzu kiirzen wir bei N im Zéahler und Nenner ein n! und wenden auf (x %)
grundlegende Potenzgesetze an. Die Summanden sind jeweils gleich 1 oder
2n

0, je nachdem, ob meJ ungerade oder gerade ist. Alternativ betrachtet sind
alle Summanden mit p™ > 2n gleich 0, sonst 1. Daraus folgt:

k< log(2n) |
log(p)
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da die Summanden fiir p™ < 2n <= m < log(% gleich 1 sind. Ab dieser
Grenze werden die Summanden gleich 0, daher éle Abschétzung.
Insgesamt folgt:

log(N Z k, log(p Z
p<2n

p<2n

log p) = ¥(2n).

Die erste Gleichheit folgt erneut daraus, dass der Logarithmus eines Produkts
die Summe der Logarithmen ist. Die darauf folgende Abschéitzung wurde
oben bewiesen. Durch Kiirzen von log(p) bleibt die Definition von W(x) fiir
T = 2n.

Wir schatzen nun N mit N = En')); = ”T“ * ”T*'Q * ...k %" > 2" ab, dabei wird
fiir die erste Gleichheit n! gekiirzt, die darauf folgende Abschiatzung kann
induktiv mittels des Binomischen Lehrsatzes gezeigt werden.

Abschlieflend erhalten wir

U (2n) > log(N) > log(2") = nlog(2),

woraus mit n = ¢ direkt (x) folgt. [1, S. 341,342] [6, S. 60,61,62]

4.4.3 7(z) = 2l = VWO

og(x) 7 log(x)
Wegen
O(z) = > log(p) <log(z) > 1 =m(z)log(z)
p<z p<z
folgt, nachdem ©(z) =< x bewiesen wurde, m(x) > loeg(g;)) > 10‘2("; 7. Auferdem

fithren wir die folgende Abschatzung durch:

Ox) > Y log(p) > (1—d)log(z) Y 1

— (1 - d) log(z)(m(z) — n(2") > (1 - d) log(x)((x) — %),

Die erste Abschatzung folgt unmittelbar aus der Definition von ©(x).
Stellen wir z'7¢ < p < z nach d um, erhalten wir d > 0. d ist eine posi-
tive Konstante, mittels derer wir die Beschranktheit zeigen konnen. Bei der
letzten Abschatzung ist das Minus zu beachten, hier wird die Eigenschaft
m(z) < x genutzt.

Teilen wir das Resultat ©(z) > (1 — d)log(x)(n(z) — 2*~%) durch (1 —
d)log(z) und bringen '~ auf die linke Seite, folgt

O(z) Bz

(@) ST T g o) < Tog(e)’
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[1, S. 345]

Wir haben damit bewiesen, dass A und B existieren, sodass

A <7(x) < Bx
log() log(z)

]

Wir schlielen das Kapitel mit einer von mir in R programmierten Grafik,
die das asymptotische Verhalten der drei Funktionen im Vergleich zu m(x)
verdeutlicht.

#primes smaller than or equal to x

——  #primes<=x
—  x/log(x)

8 —— log(x)/2log(2)
—— log(log(x))

o |

©

o |

<

o _|

Y

o p—

0 100 200 300 400 500
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Kapitel 5
Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit einen Schnelldurchlauf der letzten Jahrtausende
erlebt, wie sich die Approximation der Dichte der Primzahlen entwickelt hat.
Wir konnten unter Hinzunahme diverser Satze, Definitionen und Zahlenfol-
gen zeigen, dass sich die Menge der Primzahlen 7(x) asymptotisch dquivalent
zu der Funktion ﬁ verhélt. Interessant ware nun zu sehen, welchen weit-
eren Verlauf entsprechende Approximationen noch nehmen. So kann man
beweisen, dass der Integrallogarithmus Li(x) := [ ld(tt) eine bessere Approx-
imation als =7 g darstellt Er ist asymptotisch dquivalent zu - g( ) und somit
auch zu (), der Beweis hierzu baut auf dieser Arbeit auf. Lowell Schoenfeld

fand unter Annahme der Riemann-Vermutung sogar eine nicht-asymptotische
Schranke |(z) — Li(x)| < Valnlz)

fir m(x) hat. Nun gilt es, wie berelts in der Elnleltung angekiindigt, zu
beweisen, dass me) gilt. Dieser Beweis sei nun jedem als Ubung
log(x)

selbst tiberlassen.
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